september 2015

Losningsmanual till ST-kompendiet
(De hér 1osningarna &r véldigt detaljerade, ni behover inte
skriva sd har mycket om liknande skulle komma pa tentan.)

Kommentar: i boken gillar de kmol och kJ, sa var forsiktig! Det dr alltid OK att jobba
med SI-grundenheter om man vill, sd att k] /kmol = J/mol.

1.1

Det blir 24 liter vid atmosfarstryck, men prova gédrna for andra tryck. Eftersom v =
RT/P kommer dubbelt atmosfarstryck att ge halften volym, alltsa 12 liter, och sd vida-
re. Det dr en enkel lag, darfor kan vi inte heller vanta oss att den géller exakt alltid, vi
skall prata mer om nér den inte géller.

For fordjupning: sla upp massdensiteten (kg per kubikmeter) for argon pa engelska
Wikipedia och anvdnd molmassan M for att kolla hur médnga liter en mol motsvarar.
Densiteten ges ofta vid noll grader Celsius.

1.2

Med molmassan Mgye = 32 kg/kmol = 0,032 kg/mol frdn boken Tab A-1 far man
massan for en partikel:

M 0,032 kg/mol
~ Na  6,0-1023 partiklar/mol

my kg /partikel = 5,3 - 10~2° kg/partikel

Enhetsanalysen stimmer. Notera att varken “partiklar” eller “mol” dr ndgon riktig en-
het, de dr som “stycken” eller “dussin”. Men man maste dndd hélla reda pa det. Med
den hér nagot lagre massan blir hastigheten 477 m/s, men det &r inom marginalen for

avrundningsfel, faktum &r att tar man med fler decimaler i Boltzmanns och Avogadros
konstanter blir det 478 m /s dven har.

1.3
Vi far totala inre energin
3 3 3
U= §PV = 51011(1’&1 -0,024m° = 3,6 kJ .

Dimensionsanalys: Pa ‘m?® = (N/m?) -m? = Nm = J. Det &r alltsa inre energin for en mol.
Boken ger ofta for en kilomol i tabellerna, da blir det alltsa 3600 kJ.



1.4

Poédngen &r bara att cp till vildigt god noggrannhet &r 20,8 J/(K-mol), det &r i motsats
till mycket annat vi gor pa den hér kursen korrekt till battre &n en procent.

Man skulle t.o.m. kunna tdnka sig att anvanda matning av varmekapacitet av ddel-
gas for att definiera en standard for gaskonstanten R, genom R, = (2/5)cp! Da skulle
svaret for ¢p vara exakt 5R,,/2 per definition. (I sjdlva verket anvander man en ndgot
mer komplicerad relation for standarddefinitionen av gaskonstanten R,, men det dr
mycket riktigt argon och viarmekapacitet man anvander.)

1.5

Vi approximerar en diatoméar molekyl som vad man i mekanik ibland kallar en hantel
(eng. dumbbell), vilket betyder tva punktlika massiva partiklar som sitter ihop med en
obojlig “stang” med forsumbar massa.

Partiklarnas hastighetsvektorer dr ortogonala mot rotationsaxeln:

lr; X vi| = riv; = r?w (1=1,2) (1)

dédr w; dar vinkelhastigheterna
Vg

()

w =
T
som i princip skulle kunna vara olika, men om vi antar att “stdngen” (bindningen mel-
lan atomerna) dr rigid maste w; = wo.
a) Rorelseenergin hos hanteln ar alltsa

1 1 1 1 1
E= imlv% + §m2v§ = imlr%uﬂ + §m2r§w2 = §Iw2 3)
dér troghetsmomentet I &r
I =myr? +myra . 4)
b) Beloppet av rorelsemangsmomenten ar:
|L| = myrivy + marevy = miriw + moriw = Iw . (5)

Jamfor vi E och L har vi att energin kan uttryckas i troghetsmomentet:

L2
Erot = E . (6)
c) Om den ena &r i ldget x; = r1i och den andra i laget xo = —r»i far vi
rimi—rama _ ()
mi1+ma (7)
r=7r1+72



dédr den forsta ekvationen ar fran definitionen av masscentrum. Vi kan 19sa det for rq

och ro:
{ o ®)
— 1
"2 = mitme
Vi sétter in i ekv. (4) och far:
I = < mlm% + m%m2 > ’r‘2 = 7m1m2 7“2 = MT‘2 (9)
(m1 + m2)2 (m1 + m2)2 mi + me

dér vi anvande definitionen av reducerad massa . Alltsa giller E,o; = L2/ (2ur?).
d) I kvantfysik har vi ett lagsta mojliga rorelsemangdsmoment:

L3 = 202 0
Sa for hanteln far vi 9 5
2h h
Erot,min = 5 9 39 (11)
’ 2ur ur
Om vi definierar 9
Erot min h
Tro = : = 12
t kg ICB,UT2 (2

dér kp dr Boltzmanns konstant, da far vi for HCl-molekyler (r ~ 1,274-107'° m gér att
sl& upp, samt atommassorna fér vite H och klor Cl): !

Tror ~ 30K (13)

Det hér ar extremt kallt, —243°C, s& uppe vid rumstemperatur kommer rotation att
spela roll for HCl, liksom for de flesta andra diatoméra molekyler.

1.6

Vi har sett i kompendiet att U = 3 NkT f6r monatomar gas (tre frihetsgrader, de tre has-
tighetskomponenterna hos en fri punktpartikel) och U = gN ET for diatomér gas (fem
frihetsgrader, dér de tva “extra” jamfort med en fri punktpartikel inkluderar rotation
i planet men inte inkluderat rotation runt sjdlva axeln). Vi jamfor nu temperaturen 7'
med nagon karaktdristisk temperatur 7}, under vilken molekylerna inte har tillrack-
ligt med energi for att rotera, i férra uppgiften sdg vi att den temperaturen vanligtvis
ar valdigt 1dg, under —100° C. D4 har vi for extremt lag temperatur 7' < T}, och for n
mol samma resultat som for monatomaér (utan inre struktur):

10U 3 3

= 5Nak = SRy ~ 12 J/(K - mol) (14)

vV=nor

bland, t.ex. i gratisboken Gould & Tobochnik, definierar man Tt istéllet som Tror = % vilket
leder till Tioy ~ 15 K for HCl-molekylen. Eftersom T} definierar en dvergdng mellan tva uppféranden (jfr.
forra uppgiften) finns det ingen unik definition utan vi ser att 6vergdngen sker nagon ging mellan 15 och
30 kelvingrader.



(dvs. ungefar konstant), men for 7' > T, far vi ytterligare varmekapacitet fran rota-
tionsfrihetsgraderna:

Evz%g—g:g Ak:gRu%ﬂ J/(K - mol) (15)
(dvs.ungefar konstant). Notera att varken det ena eller det andra vardet pa cy ar perfekt
— ideal gas &r ju hursomhelst inte en perfekt approximation, och experimentdata pa
cy dr aldrig precis konstant som funktion av 7' — men det stimmer ganska bra i vissa
intervall.
Oftare tabellerat dr cp, som for ideala gaser uppfyller cp = ¢y + R, (exempel 12-9),
sa for T' > Ty ar:

5 7
ep = S Ru+ Ry = SRy~ 29 ]/(K-mol). (16)

Stoppar man in 7' = 293 K for t.ex. syrgas i formeln i tabell A-2 pd s.901 sa far man
cp = 29.3 J/(K - mol) sd det fungerar bra. A andra sidan blir ép = 35 J/(K - mol)
vid T = 1000 K sa da fattas ndgot. Vid hoga temperaturer médste man ocksa ta med
vibrationella frihetsgrader, men da behdvs mer kvantfysik och det ingdr inte i den hér
kursen.
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Jamfor bild och bildtext pa fig. s. 137 i boken. Notera att de har ett absolutbelopp i
bildtexten:
‘Utable — Uideal|
Utable

Det dr inte ldtt att ldsa av siffror perfekt, sarskilt eftersom v-axeln dr logaritmisk skala,
podngen &r bara: ndr dr det 1 procent fel (“OK”) och nér ar det “riktigt daligt” (klart
mer dn en procent)? Jag gor det hér i videon “Ideal kontra reell gas”.

Punkten pa 10 MPa-isobaren dér det star 49,5% kan man ldsa av ungefiar v = 0,02
m3/kg medan

_ RT  04615-10°J/(kg K) - (310 + 273) K

TP 10 - 106 Pa

= 0,0269 m3/kg

sa
|Utable — Videal] 10,02 — 0,0269)
= =35
Utable 0,02 %

Inte exakt 49,5%, man kan fa battre genom att verkligen sla upp det i tabell med angivet
temperatur och tryck. Men det behovs inte, podngen ar klar: ideal gas dr inte ens en
hyfsad approximation i den hér punkten. (Grov tumregel: mer dn 10% fel raknas ndstan
alltid som “délig” approximation).




2.2

Specifika volymen v dr given, sa vi kan rdkna ut PV lika vdl som P sjdlvt. Vi borjar med
att rakna ut densiteten och konstanterna a och b per partikel:

M2 0,028 \? _ :
ap = (NA) a= <W> -0,175 - 10% = 3,8 - 10~ *mC.Pa/partikel?

(kom ihdg att den givna M i tabell A-1 dr i kg/kmol och att boken gillar kPa) och

M ( 0,028
by =

— _ —-29 3 :
= ma 61023) . 0,00138 = 6,4 - 10 m /partlkel

och partikeldensiteten blir

=5,7-10% partiklar/rn3

Na  Na 1 _(6-1023> 1

Pe="mP~ M 0,028 ) 0.00375

Den givna ekvationen ger korrektionstermen
Po (bp _ ap) — 0,36 — 0,90 = —0,53 = —53% fel
kT

Av totala korrektionen —53% kommer alltsd +36% fran b och —90% fran a. (I de flesta
exempel vi tittar pa dr a (vaxelverkan) viktigare dn b (partikelstorlek). Vi ser hér att for
mycket hogre temperatur kan b vinna. )

Det hér ar alltsa procentuell korrektion till ideal, sa trycket &r tydligen ca 53% lagre
i van der Waals-kvéavgas iin i ideal gas under de hér betingelserna. I exemplet i boken
blir det (9471 — 13851)/9471 = —46%, som &r ndra nog. (Sakerstall att du inte forvirrar
det har med procenten som vdW skiljer frin data, som &r 9471/10000, betydligt mindre.)

Den “forbattrade” gaslagen vdW kan alltséd anvandas for att uppskatta hur mycket fel
allminna gaslagen ir, trots att vdW sjélv inte &r helt perfekt.

2.3

Uppgiften var bara att rakna ut integralen och fa entalpidndringen — men vilket tem-
peraturintervall anvdande du? Viljer du samma intervall for vatten som i exemplet
for ammoniak (10 till 110 grader C, dvs. 283 till 383 grader K) sa blir det till synes
Ahigeal = 3735 J/mol. Men d& dr vatten en vitska, och d&d kan man inte rikna med att
tabellen stimmer! (Ammoniak kokar redan vid —33 grader C sa i motsats till vatten
dr ammoniak en gas i hela intervallet.) Prova ett hogre intervall, t.ex. 100-200 grader C
istillet, d& blir det Ahigear = 3486 J/mol. Jamfor med tabell for entalpi h.



2.4b

Formeln for cp — cpy star i kap 12-4.

P 2
0%v
cP—CP():—T/ () dP
o \901T?)p

Vi kan vélja per mol istillet sa ser det mer ut som i exemplet i texten i kompendiet, och
eftersom Mv = %V (testa enheterna) har vi

1. (P ro*v
cp—cpy= ——T ) ap
ep = ero n /o <0T2>pd

och det ar stér i texten att (vi fick anta b = 0 sd b, = 0):

_ NkgT Na,

Vv .
P kT

(Hér har jag explicit 16st ut volymen &t dig. Alternativt tar man vdW-lagen direkt och
16ser ut v sjilv med pg-formeln, d4 kan man anvéinda approximationen for (1 4 x)!/2
som var given i uppgiften.) Deriverar vi tva ganger med avseende pa T far vi:

0*V _o0— 2Na,
or? ), kgl®

1 P/ 9Na 2Na, P
cp—épyg=——T — P)dp = P
P cro n /0 < kBTS) nkpT?

dérjag anviande (som i exemplet i texten) att vi integrerar 6ver en isoterm (7'=konstant).
I texten konverterade jag till per mol, men nu géllde det per kg:

sa resultatet ar

ép—¢py  2Na,P  2N(aM?/N%)P
M~ MnkgT? — MnkgT?

2aP  2-1700-4-10°

RT? 462 - (400 + 273)2

cp—cpy =

=65]/(kgK) .
eftersom N = nNy, Nakp = R, och R = R, /M. Det hir ar bara 65/2066 = 3% extra,
sa i det har fallet kommer vdW inte riktigt ndra 15% extra som tabellen ger, men det

ar i alla fall at ratt hall jimfort med ideal gas. Notera att det var viktigt med de tva
minustecknen ovan.

2.5

Vi har van der Waals gaslag med a,, ~ 0:

P(V — Nb,) = NkpT .
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Vi fick ett tips att bryta ut V:
N
PV < - &’) — NkpT

alltsd kan vi dela ned parentesen i hogerledet:

NkgT  NkgT
PV = ﬁ/b = =
1—- 52 1=ppby

eftersom p, = N/V. Man skall egentligen bara taylorutveckla i dimensionslosa storhe-
ter (vad hainderom e” = 1+ + % + ... och z mits i meter?) sa definiera z = p,b, som
ar dimensionslést och anvind taylorutvecklingen? 1/(1 — x) ~ 1 + z s4 far vi

_ NkpT

PV = 2~ ~ NkpT (1+2) = NkpT (1+ ppby)

som stimmer med ekvationen vi skulle visa.
Alternativ: man hade ocksd kunnat gora det per kg (hér tar jag med a, det &r inte
mycket svédrare), bryt ut specifika volymen v:

_ BT e R/ L1 a
S w—b v v \1-b/v RTv
Nu kan vi taylorutveckla:
1 b

eftersom 1/(1 —x) =1+ 2+ .... Stoppar vi in det far vi

RT b a
P=—|1+--—
v ( +v RTU)

Prova att stoppa in siffror i den hér per-kg-formeln och jamféra med uppgift 2-2.

2.7

Multiplicera ekvationen i uppgift 2.6 med en ekvation pd formen Z = 1+ ndgonting,
dar kompressionsforhallandet Z = Puv/(RT). Det star v i vansterledet sa da maste vi
gangra med P/(RT):

Pb Pa b a
Z=14+5n s | =1+ 55— 7 | P
RT ~ (RT) RT ~ (RT)
2En del studenter ar oroliga att taylorutveckling vid = 0 heter maclaurinutveckling, men det &r en

ahistorisk anvandning, sld upp mclaurinserie pa t.ex. Wikipedia s ser du att Colin Maclaurin kom efter
Brook Taylor, och “Maclaurin series” omdirigeras till “Taylor series”.




Varje kurva i figuren i boken &r for fix temperatur, sé betrakta t.ex. Tp = 1,5, dvs. T' =
1,5T%;. De kurvorna gar alltid nedat, sa b ar tydligen mindre effekt &n a. Ovanstdende
ar linjar funktion av P, s den géller bara under kritiskt tryck, dvs. Pr < 1, védnstra
delen av figuren. Eftersom vi har linjdriserat vdW kan vi inte vénta oss att det funkar
bra dnda till Pr = 1. (Notera att i manga tillimpningar &r vi ldngt under kritiskt tryck,
fast i grafen i boken har de pressat ihop Pr < 1-delen av grafen ganska ordentligt.)

3.1

Sannolikheten att f& minst en sexa ar lika med 100% minus sannolikheten att man far
noll sexor, som &r 5/6 for varje forsok och:

efter N forsok sa svaret ar 1 — (5/6)2%.

3.2

Det dr 63 = 216 kombinationer, sa forsok komma pa alla satt att fa 11 eller 12. Till
exempel 1+4+6=11. Hur manga permutationer, dvs. olika ordningar, finns det av de tre
siffrorna? Det finns 3!=6. (Tank pa tre personer som star i ko, hur mdnga permutationer?
Person A kan sta forst och de andra kan sta 2:a eller 3:a. Och sa vidare, det blir 3!=6.
Notera att om ndgra av objekten man permuterar dr identiska sa blir det farre dtskiljbara
kombinationer, t.ex. 1+1+2 finns bara i tre kombinationer.)

(Overkurs: ett smidigt sitt att [dsa kombinatoriska problem &ar med genererande funk-
tion, som vi diskuterar pa kursen Matematisk fysik II. I det hér fallet &r genererande
funktionen (§(z + 2% 4+ 23 + 2* + 27 + 2°))3, vilket betyder att om du multiplicerar ut
det polynomet sa ar koefficienten av t.ex. z'? det sokta vardet 25/216.)

3.5

Fran definitionen:

1 7

3.6

Eftersom p = 1/6 sa borde det vara ungefir 6 gdnger. Men hur raknar man ut det? Man
kan tro att det bara skulle vara att multiplicera antalet kast med sannolikheten, men det
kan inte vara riktigt sant, for det dr inte 100% chans att fa en sexa efter 6 kast (eller ens
efter 24 kast, som i uppgift 1.1).

Mer fullstandiga svar finns i gratisboken G&T exempel 3.10 (men det dr 6verkurs!).



3.7

a,b: Bara att stoppa in!
¢) Med Stirlings approximation for stora z far man med produktregeln att

d d x
J— ' ~ — —_ = _— =
T In ! dx(mln;c z)=Inx+ . l=Inx

vilket kan vara praktiskt att anvdnda t.ex. om man skall derivera en entropi som man
raknat ut via kombinationer av antal tillstand.

4.1
Tillstdindssumman for en partikel ar
Zi=ePOpePr=1 4P (18)

dér = 1/(kgT). (Man kan ha kvar 3 sd blir det lite kortare.) Tillstandssumman blir

Z=2=(1+ePR)? (19)
Medelenergin &r
= 0 0 0 2 2A
__9 = 9 i(1ae P2 — 9 Y (14 BAY — —BA _
E 8ﬂlnz a5 n(l+e77) 23511]( +e 77 1+6_5AA6 e

I sista steget har vi forlangt med 2, det blir lite snyggare men det ar inte nodvandigt.
For T — oo farman 8 — 0 och E — 2A/(1 + 1) = A. (I kompendiefacit stod svar for
en partikel.)

Helmholtz fria energi ar

A= —kpTlnZ = —2kpTIn(1 + e #2) (20)
och totala virmekapaciteten &r

OE 1 0E 1 8 2A 1 2A%P4

Cy=2" = 9 _
YTOT T kpT? 0B FpT2 08 PA 11 kpl? (P2 1 1)2

(1)

For T — oo, alltsd 3 — 0, far man Cy — A?/(2kgT?) — 0. Virmekapaciteten for
system med dndligt antal tillstdind kan avta for hog temperatur, vilket dr tvartom for
en ideal gas (som inte har dndligt antal tillstdnd) dd Cy véxer ju fler tillstdnd som blir
tillgdngliga vid hogre temperaturer.



4.3

Kalla de tva angivna energierna F; = 10721 J, By = 10720 J. Det finns tre tillstand:
bégge till vanster (energi F1), bagge till hoger (energi £1), och en i varje (energi E»).

Z =e PB4 ¢=PEL | —BE (22)

dar 8 = 1/(kgT) och T' = 293 K. Sannolikheten for “partiklarna i olika delar” far vi av
att de mdste vara i det tredje tillstandet:

eiﬁEQ
Polika) =

= 0,05 = 5% (23)

Kraften maste vara attraktiv eftersom det dr 95% chans att de hamnar “tillsammans”.
Notera att vi far ut ganska mycket information med ganska lite information in. Vi angav
bara tva energivarden, ingen kraft egentligen, och vi kan rdkna ut sannolikheterna for
vilken temperatur 7' som helst. (Vad hdnder for stora och sma temperaturer?)

4.4. Mikroskopiska parametrar fran tryck och temperatur

I boken har vi tabell A-1, och vi skriver ocksd upp atomnummer fran periodiska syste-
met:

amne atomnummer | T, P..

neon 10 445K | 2.73-10° Pa
argon | 18 151K | 4.86:10° Pa
krypton | 36 209.4K | 5.50 -10° Pa

Nu &r a,, och b, i kompendiet per partikel och inte per mol, s&* a = a/N3 och b = b/Ny,
ddr Ny = 6.022 - 10?3 partiklar/mol. S svaren pa deluppgift a och b ges av

@)= 2  \ 27Ny ’ uo_bp_B/NA_NAi)'

Néar man skall stoppa in siffror gar det bra att svara i enheterna J/kg eller ] /mol for ug,
bara man anger tydligt vad det dr for enhet! En annan populér enhet f6r sma energier
ar elektronvolt (eV), dar 1 eV = 1.602-10~'? J, hir blir det milli-elektronvolt (meV). Vill
man skriva enhet uttryckligen kan man skriva med streck: ug = Naug.

amne a (mSPa/mol?) | b (m3/mol) | i (J/mol) | ug (meV /partikel) | ro (nm)
neon 21.2.1073 16.94 -1076 | 1248 13 0.24
argon 136.8 -1073 32.29 .107% | 4237 44 0.29
krypton | 232.5-1073 39.57 -1075 | 5876 61 0.32

*En kommentar om konvertering. Eftersom aspecifik ar given “per kg~ (fér den har R?) och bspecisix 4r
given “per kg” (for den har R) , maste vi konvertera med M? i ena fallet och M i andra fallet. Bara vi har
rétt potens av M i konverteringen sa behover vi inte veta vad M ér.

10



dir jag anvinde att enheten m3-Pa= m?3-(N/m?)=Nm =]. Fér att jaimfora med t.ex. Wi-
kipedia kan man behova konvertera nagon faktor 10:

lbar =10° Pa,1liter =103 m3 = 1liter® - bar/mol* = 0.1 m®- Pa/mol* (25)

c) Fran makroskopiska métdata (kritiskt tryck och temperatur) kan vi tydligen ldara oss
nagot om mikroskopiska storheter: att atomerna &r storre for 6kande atomnummer (rg),
och de attraherar varandra starkare (up). Med andra ord, hade de inte varit givna i
atomnummersordning hade vi kunnat ordna dem i den ordningen utifran vardena vi
fick pa ug och rp. Omvant kan man forsoka uppskatta forhallanden mellan de kritiskt
tryck och temperatur for olika &mnen fran de mikroskopiska parameterna. Till exempel
kan vi sdga (utan att titta efter i tabellen) att det kritiska trycket borde vara storre for
krypton an for argon, och storre for argon an for neon.

4.5. Partiklars storlek.

Om vi har ry = 0,24 nm for neonatomer (se tabell i kompendiet) kap 4 far vi volymen
for en partikel som ungefér ett litet klot med den radien:

4rrd
vp = i}
3
(“ungefdar” for atomen kanske inte dr perfekt sfarisk, men det forsummar vi) sa voly-
men per mol far man genom att gangra med Avogadros tal:

=6-1072m?/ partikel (26)

U= Npv,=3- 107° m?®/mol = 0,03 liter/mol . (27)

En mol ideal gas vid atmosféarstryck och rumstemperatur har volym ca 24 liter som vi
raknade ut i kapitel 1, sa forhdllandet ar
Y 0,15% (28)
Videal

dvs. drygt en tusendel av behdllaren ar partiklar. Resten dr tomrum (ingenting!).

4.6. Inversionstemperaturen.

Inversionstemperaturen 7}, dr temperaturen dd en fluid 6vergar fran att kylas av stryp-
ning (throttling) till att varmas av strypning. Det beskrivs enligt kap 12-5 av att Joule-
Thomson-koefficienten pyT = 0 dr noll, vilket ger:

oV
V—T<8T>P:O (29)

(Prova forst att stoppa in allmdnna gaslagen i ovanstdende ekvation: en ideal gas var-
ken kyls eller virms av strypning, men reella gaser kyls eller virms oftast!) Van der
Waals gaslag dr approximativt, enligt kap.2 hdr i kompendiet

N]CBT ap
= N S
1% 5+ ( . kBT> (30)
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Nu far vi

sa termen med b f6ll bort nér vi deriverade. Alltsa ar
vor (%) vor(Me M) -
= V- N?T - gj; (33)
- N(bp—k;T>—£Z; (34)
— Nb— 2];\; ;f’ (35)

dédr jag anvande (30) i nést sista steget. For ndgon viss temperatur Ti,, skall det hir
alltsa vara noll, som intrédffar om Nb, = 2Na,/(kpTiny), dvs.

2ayp
inv = . 36
Frén uttrycken i kompendiet kan vi observera att a, = ugb, och da far vi
2 2
. Uobp . uo (37)

inv = kb = ks

vilket med vy = 44 meV fran exemplet i kompendiet ger Ti,; = 1020 K for argon. Det
experimentella vardet dr 780 K. Notera att 7}, inte beror pa 7y alls utan bara pé uo,
och det verkar heller inte bero pa totala antalet partiklar V. Men det géller bara om
partikeltatheten N/V ar tillrackligt liten, vilket vi antog.

Van der Waals gaslag dr hursomhelst uppenbarligen béttre dn allmédnna gaslagen
nér det géller strypning, for for en ideal gas &r alltid Joule-Thomson-koefficienten py1 =
0, sa det finns ingen inversionstemperatur alls och ideala gaser varken kyls eller virms
av strypningsprocesser. Riktiga gaser kyls eller virms ofta ganska méarkbart (utom just
runt inversionstemperaturen)! (Se exempel 12-10 i boken, och uppgifterna om stryp-
ning i kap. 12).

4.7. Terrasspunkten.

Vi har a
(P n ?) (v —b) = RT 38)
Vi vill ha trycket som funktion av volymen och det gar bra att 16sa ut:
RT a
P = _
v—>b 0?2 (39)
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Vi betraktar nu en isoterm, 7" = konstant, sa P dr bara en funktion av v. En terrasspunkt
ar per definition:

RT, 2a
Plvg) = —— s+ = 4
2RT, 6a
P’ (v e =0, 41
(ver) (ver = 0)* & / @
Los ut a och b frdn de hir tva ekvationerna:
_9 1

a=gRluve, b= 30 . (42)

(Verkar det svart? Skriv t.ex. RT/(v — b)2 = (v —b) - RT/(v — b)3 = (v —b) - 6a/(20v*).)
Vi har i kritiska punkten att
p, = Dl @ (43)

Ve — b VZ

Att forsoka 16sa ut v., explicit skulle ge en tredjegradsekvation. Men vi kan ta en liten
genvdg och stoppa in a och b fran (42) i (43), dé far vi ganska direkt att

3 RI
cr — g 44
Ve = 3 p (44)
och stoppar vi in det i (42) far vi dntligen svaret for a och b:
27 R?T? 1 RT.,
——=, b= (45)

““61 P, "T8P,

som det stdr i boken i kap. 3.

Kommentar: det ar egentligen tveksamt att gora sa har som boken gor eftersom vdW
sjdlv bara galler till ddlig approximation i kritiska punkten. Men det illustrerar i alla fall
att allmédnna gaslagen inte géller dir — hur manga procent skiljer trycket man fér fran
ekvation (44) fran trycket man skulle ha fatt frdn ideal gas Pv = RT? Beror det felet pa
vilket &mne det dr? (Se nedan, “Principle of corresponding states”.)

4.8

Enligt uppgift i slutet av kap.2 i héftet har vi Z ~ 1 + (b/RT — a/(RT)?) - P, dir som
vanligt
_ 2T RT2 p_ LT
a—a P, ’ —épcr7
Fran definitionerna av reducerat tryck och temperatur (se kap.3) kan vi losa ut kritiskt
tryck och temperatur: P., = P/Pg, Tey = T/Tr, och stoppa ini a och b:

(46)

o DEAT/TR? 20 (RTPPr  LRT/Tp 1RTPp
64 P/Pp 64 P T:' = 8 P/Pp 8P Tg’
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Vi far
Pa _27PR Pb_lPR

-8 2 _ " A 48
(RT)? 64T%° RT 8Tg 48
alltsa ar kompressionsforhallandet for ganska sma tryck approximativt
11 27 1
Z~1 —— — —— | Pp. 49
* <8 Tn 64 T%) R 49

Vilj varde pa Tr sa ger uttrycket i parentesen lutningen pa den réta linjen som funktion
av Ppg, utan att specificera vilket &mne det &r. Amnesberoendet var i a och b, eller i Py,
och T¢,, och dem har vi skalat bort genom att uttrycka allt i Pr och Tr. I approximatio-
nen med lag densitet (lagt tryck) har vi alltsa bevisat lagen om korresponderande tillstind,
(“principle of corresponding states”), att kurvorna i Z-figuren i kap.3 i boken alla ser
samma ut for olika reella gaser (ifylld prick for vatten, halvifylld for koldioxid, triangel
for kvave, etc.).

Funktionen ovan stimmer hyfsat for 7r = 1,1 till Tr = 1,3, men den dr som vantat
inte perfekt — vi har linjariserat vdW och vdW ér inte perfekt till att borja med. Men
det dr battre dn ideal gas som sdger att Z dr exakt 1 alltid, da finns inget P, och T¢, !

(Kommentar: de har bara tagit med dmnen i figuren for vilka lagen om korrespon-
derande tillstdnd géller. Den giller for manga @mnen men inte alla, se t.ex. Wikipedia.
Som exempel, om kvantfysik behovs i utrdkningen, vilket det gor for de littaste ato-
merna som t.ex. for vétgas, sa ger vdW inte ndgot bra resultat.)
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