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1 Lorentz-invarians

Ovning 1: stoppa in p'* = A¥,p” frdn

ct’ 5y —yv/e 0 0 ct
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—— ——
g A+, x¥
och visa att p/, p'# = pup“ dvs. invariant. Tips: i specialfallet pj, = v(— — Px), Py = ’y(% (—=2) + pa),
bilda p/,p'* = —(po) + (p)?
Losning: For att spara skrivande, infér v/c = 3, och skriv inte ut E/c = py.
Pt = =)+ @) = =77 (po— Bpz)* + 92 po(—B) + pa)”
= ¥ (- (po — 2p0Bps + (Bp2)?) + (—=poB)? + 2(—poB)ps + p2)
= 7 po + 2pofBpe — D3 + 03B — 2pops + )
= ¥ (—pb — Bp% + P8 +p3)
= 7 (—pil 1—52)+px(1—6 )
= —p;+ i, (1.2)
eftersom (1 — 8%) = (1 - 8%)/(1 — B%) = 1. Sa p/,p'* = puph.

Kommentar: detblir snyggare i hyperbolisk representation, s hér. Introducera hyperboliska funk-

tionerna sinhx = (e® —

boliska ettan”:

2

e *)/2,coshx = (e* + e *

)/2, tanhx = sinh z/ cosh z. De uppfyller “hyper-

1 2 1
cosh? z — sinh? z = <2(ex + e_x)> - <(e - e_x)> =1 (" +2+e 2 — (¥ —24e ) =1.

Ersdtt nu hastigheten v med en ny variabel ¢ enligt tanh ¢ = v/c. (Variabeln ¢ kallas rapiditet, for att
skilja det fran hastighet, men det sager ndgot om hastighet.) Uttryckt i ¢ dr Lorentz-faktorn

1 1 cosh? ¢ 1 cosh? ¢
’)/2 = 5 = 3 = 2 . - h2 = D) - P == COSh2 (p (1-3)
1— (E) 1 —tanh“¢ cosh®yp 1 _ simh’¢  cosh® —sinh® ¢
c cosh® ¢
sa vi har
v .
Po = (o= —ps) = coshp(py — (tanh @)p,) = (cosh@)po — (sinh)p, (1.4)
v .
A = 2o (=) +pe) = coship(po(—tanh @) + ) = —(sinh @)po + (coshp)pe . (15)

Det har &r sd likt rotation (ta bara bort “h”) att det kallas hyperbolisk rotation. Da kallas rapiditeten ¢
aven hyperbolisk vinkel. Med det har maskineriet blir de 6 raderna ovan 2 rader:

P = —(po)* + (0)?

—(cosh? ¢

—((cosh p)pg — (sinh @)p)? 4 (—(sinh ¢)py — (sinh ¢)p,)>
-p2 +sinh? ¢ - p2) + sinh? o - p3 + cosh? ¢ - p2 = —pg + p?

(1.6)

déar jag i och for sig inte skrev ut att korstermerna tar ut sig, men anda.




2 Lagrange-mekanik

Ovning 2: Istillet for gravitationell energi V' = mgz, ta harmonisk oscillator V' = 1k2? i Euler-

Lagrange-ekvationen
doL 0L 0

dt 3 Ox
och visa att det ger Newtons andra lag F' = ma. (Massan m ror sig i z-led nu, sa jag var tvungen att
ersitta z i exemplet med tyngdkraft med x.)

(2.1)

Losning: Rorelseenergin i 2-led 4r T’ = $mv? = %m:‘c2, sd
oL 0 (1 .2 1 .
- = — (mx — kx2> =mx (2.2)
or  Or \2 2

och tidsderivatan av det &r mZ = ma, dér a 4r accelerationen i z-led. Andra termen i ekv. (2.1) &r
OL 0 (1 «2 1 4
sd (2.1) blir ma + kxz = 0, dvs. med F = —kx (Hookes lag) dr Euler-Lagrange-ekvationen F' = ma.

Det dr alltsd ingen ny fysik i Lagrange-funktionen L, bara ett smidigt sitt att packa ihop Newtons
andra lag.

Kommentar 1: att L dr smidigare dn F' = ma dr inte sd uppenbart hdr! Men som jag skriver i tex-
ten, notera att F' = ma i tre rumsdimensioner &r en vektorekvation, alltsa tre komponentekvationer,
medan L fortfarande dr en funktion.

Kommentar 2: att man maste “ersdtta” z med x verkar lite pahittigt. Det &dr for att jag bara skrev
ut en dimension. Nar vi tar med alla fyra rumtidsdimensionerna fran borjan behéver man inte vara

pahittig. Satt 2+ = (20, 21, 22, 2%) = (ct, z,y, 2) med ekvationen i texten
oL oL 0
_ 2= = 24
g g =0 (%= am) ¢4

sa dr de partiella derivatorna, ndr man skriver ut dem,

0 g 10 0 0 0 0 0 0

90 d(ct) coOt’ Ot oz’ 9z Oy’ 0Ox3 Iz’ (25)
och summan over p = 0, 1, 2, 3 dr, nar man skriver ut den:
3
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Vara tva enkla exempel (1. massa i tyngdkraftfalt, 2. harmonisk oscillator, alltsd massa pa fjader)
motsvarar nu specialfall dd en av termerna i ekv. (2.6) dr nollskild. Man behover inte “ersédtta” nagot.

Vi kommer inte att behova jobba direkt med ldnga uttryck som ekv. (2.6). Men det kan vara bra
att ha sett det, for att ha kédnslan att det dr ratt mycket som ar smidigt ihop-packat hdar. Nar man
vénjer sig att jobba med kompakta uttryck som det forsta i ekv. (2.6) far de ett “eget liv”, och man
behover inte alltid “packa upp” dem for att rdkna ut saker.



3 Verkans-principen

Ovning 3: Visa att vigen med AS = 0 (verkan S é@ndras inte om man varierar vigen lite) 16ser Euler-
Lagrange-ekvationerna (2.4). (s.30-31 i McMahon).

Losning: Se McMahon. Jag kan gé igenom det har for ndgon som &r intresserad och inte har McMa-
hon. Men detaljerna ar inte sd viktiga just nu. Det rdcker att ldsa Feynmans intuitiva argument
som jag lankar till i texten. Verkansprincipen dr alltsa att Euler-Lagrange-ekvationerna uppstar fran
villkoret att verkan S har extrempunkt.

Kommentar: Har ar en kort version av Feynmans argument. Betrakta en vdg i ndrheten av vigen
som uppfyller Euler-Lagrange-ekvationerna. Infor en parameter p som varierar vagen lite grand,
dar vagen sjdlv betecknas p = 0 och vdgen deformeras lite 4t vanster om p < 0 och &t hoger om
p > 0. Villkoret AS = 0 betyder att att antingen blir verkan S storre at bagge hallen (bdde p < 0 och
p > 0) eller s blir den mindre at bagge hallen. Forsta fallet &r om det &r minimum, andra om det ar
maximum. Villkoret AS = 0 dr alltsd bara att det dr extrempunkt.

Det ldter som derivatavillkor f6r maximum och minimum. S& varfor sdger man inte bara det?
For att det isdfall maste vara en generaliserad mening av begreppet derivata. S dr inte en “funktion
av vagen”: vagen bestdms ju sjdlv av en funktion av ldget. Verkan kan pa sin hojd betraktas som en
“funktion av parametern p”, men det tar lite arbete att definiera, for det finns odndligt manga satt att
deformera vagen: skall den bojas av lika mycket 6verallt? Eller kanske en sinus kring ursprungliga
vdagen? Om man lyckas kan man tdnka sig en derivata med avseende pd parametern p. Verkan S
kallas d& en funktional av vagen, och dd pratar man om funktional-derivata. Motsvarande funktional-
integral kommer vi att dterkomma till.



4 Rotationsgruppen SO(3) fran dess Lie-algebra so(3)

Ovning 4: For exemplet A = L, fran Wikipedia-sidan, rdkna ut exponentieringen R.

Losning: Med givna matrisen (Wikipedia anvédnder inte fetstil, det gor jag):

0 —1
L.=[1 0 (4.1)
0 0

skall vi tydligen berdkna matris-summan av matris-potenser ¢t = I + (0L.)? + (6L.)? + ...,
taylorutvecklingen av exponentialfunktionen. Vi behover alltsé potenser av L. Forst 2:a-potens:

0 -1 0\ /0 -1 0 -1 0 0
LZ=(1 0o of[1 0o ofl=[0 -1 0 (4.2)
0o 0 o/\0o 0 o0 0 0 0

sedan 3:e-potens som L2 ganger L. (eller tvirtom, det spelar ingen roll):

-1 0 0\ /0 -1 0 0 10
LP=L’L.,=|0 -1 0](1 0 0o]=[|-110 0 (4.3)
0o 0 o/ \o 0 o0 0 00

och det far racka for tillfallet. Vi far, till och med 3:e ordningen i 6, att el Ar:

1 00 0 -1 0\ /-1 0 0\ /0 10 1—-62/2 —(6-03/3) 0
01 0]+6|1 0 0 +or [ 0“1 O+ |1 0 0)= 6—-63/3 1-6%/2 0
00 1 0 0 0 "\0 0 0 "\0 00 0 0 0

Med lite vilja kan vi identifiera 1 — §2/2 ~ cos @ och 6 — 63 /3 = sin 6, sa det har 4r rotationsmatrisen
R(6). Ar man lite mer skeptiker 4n s§, vilket &r hilsosamt, inbjuder jag hjartligast till att rikna vidare
till lite hogre ordning. Eller bara kora Mat rixExp i Mathematica.

o O O



https://en.wikipedia.org/wiki/Rotation_matrix

5 Det gar att ange |L| och L. samtidigt.

évning 5: med so(3)-matriserna L, L,, L. i férra 6vningen, visa att [L2 + LZ +L2, L.]=0.

Losning: Vi har redan L? i férra uppgiften, sa vi behover L2 och L:
0 0 O 00 0 0 0 O
L2=(0 0 —1|(0 0 -1)]=(0 -1 0 (5.1)
01 0 01 0 0 0 -1
ochiy-led
0 -1 0 0 -1 0 -1 0 0
L:=(1 0o off1 0o oJ=|0 0 0O (5.2)
0 0 O 0 0 O 0 0 -1
sd vi har att
0 0 0 -1 0 0 -1 0 0 -2 0 0
LZ+L2+Li=(0 -1 0 |+[0 0 O0|+[0 -1 0f=|0 -2 0 (5.3)
0 0 -1 0 0 -1 0 0 0 0o 0 -2
Den sista matrisen dr proportionell mot enhetsmatrisen I, som kommuterar med alla matriser.

Kommentar: En matematisk sats frdn linjar algebra sdger att vi kan specificera egenvarde for kom-
muterande matriser i samma bas, t.ex. egenvérde for L2 = L2 + L2 + L2 i bas av egenvektorer for L..
Men eftersom L2 = —2I &r sipass enkel hir behover vi ingen sats, det funkar som foljer. Konven-
tionellt pratar man om egenvektorer for iL, (som &r hermitesk) inte L, (som &r anti-hermitesk). For
1L, dr egenvardena 0, —1, +1 (testa!), och for (iL)% = 20 &r egenviardena for vilka tre basvektorer som
helst alltid uppenbarligen 2. De tre fallen motsvarar vektorer som har langd /2 och pekar antingen

45° upp, 45° ner, eller 0° upp/ner, dvs. utefter zy-planet. Konventionellt anger kvanttalet ¢ sjilvt
max-z-komposanten, inte langden som man skulle kunna tro, det hér fallet &r alltsd ¢ = 1.



6 Heisenbergs kommuteringsrelation, uttryckt i stegoperatorer

Ovning 6: Visa fran Heisenbergs [X, P] = ik att [a—,at] = 1.

Losning:
[a”,a’] = (6.1)

Kommentar:



7 Heisenbergs kommuteringsrelation kontra Schréodingers vagfunktion

évning 7: visa att a” ¢ = 0 ger ¢o(z) = e—wa?/ (2h) och att ¢ = at g, o = atdy ocksd dr 16sningar.

Losning: Normeringsfaktorn i definitionen av a™ &r irrelevant for forsta fragan a~¢¢ = 0, s vi har
. 0 .
0= (P —iwX)py = —zh%q§ 0] (7.1)

Det ar viktigt att se skogen for traden: deriverar vi en funktion av formen e~%" med avseende pa z
sa far vi ner en faktor —2ax som inre derivata, enligt kedjeregeln. Sa det visar principiellt att e~ &r
en 16sning till a~ ¢y = 0. Vi har d& utan mer utrdkning att

Heo = hw(a® a~ +1I)¢g = hw - 1o (7.2)
ger 0

sa ¢o uppfyller tidsoberoende Schrodingerekvationen Hoy = Ey¢o med lagsta energin Fy = w/2,
som representerar grundtillstindet.
For att fa till konstanterna behover vi alltsa sitta /- 2a = w, alltséd a = w/(2h):

D o) _ e/t (zﬁ + wx> et/ ¢ 7.3)
Ox h Ox

Men ér 16sningen ¢o(z) = e~wr?/(2h) ynik? For det forsta har jag betraktat det som en differentialek-
vation i en variabel z, s det kan forekomma en konstant som beror pa de andra variablerna y, z. Det
visar sig (enligt separationsmetoden) inte vara ndgot problem. Om vi krdver att vdgfunktionen totalt
skall vara normerad (ge 100% sannolikhet att vara nagonstans) sa bestimmer det konstanten.

Kommentar: Randvillkoret att vagfunktionen inte skall gd mot odndligheten for + — 0 ger en asym-
metri mellan a~ och a*: varianten at¢y = 0 har 1sningen ¢~*"/(2"), som &r oacceptabel. S& ¢ &r
grundtillstdnd, och det gar inte att vdnda pa det och stega nedat frdn grundtillstandet.



8 Om elektrodynamik hos kroppar i rorelse

(Det bor inte undgd ndgon att ovanstdende édr titeln pa Einsteins artikel fran 1905 dar han introducerar
speciell relativitetsteori.)
Ovning 8: Visa att F,,n"*F,,n°" = tr(FnFn) = 2(B? — E?/c?). Varfor ir Einstein nojd nu?

Losning:
tr(FnFn) = (8.1)

Kommentar:



9 Dirac-ekvationen viljer ut det fysikaliska i elektronfaltet

Ovning: visa att Dirac-ekvationen for u, med ~ fran Wikipedia, sitter ug = us = 0.

Losning:

YO, =

(9.1)

Kommentar:



https://en.wikipedia.org/wiki/Gamma_matrices
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