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Inledande modern fysik Del 2

Avancerat Kompendium: Relativitetsteori och partikelfysik
Marcus Berg
Det hidr kompendiet utgor frivillig fordjupning for kursmomentet Del 2. Detaljerna hdr kommer

inte pa tentan, men det kan nog hjdlpa lite att ldsa igenom det innan tentan nir du redan kidnner dig
hyfsat sdker i 6vrigt pa det vi pratat om. Referens: Tong [1], s. 107 och framat.
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1 Relativistisk energi och rérelsemiangd, kontra hastighet

Komponenterna p®* = (E/c,p) av en 4-vektor dr oftast bra som de &r: energi och 3-rorelsemédngd.
Men om man envisas med att jobba med 3-hastighet v istéllet kan man sétta in uttrycken for de
relativistiska energierna och rorelseméangderna

E=~ymc*, p=~ymv, (1.1)

dar v? ju forekommer i gammafaktorn +. Fran formlerna (1.1) foljer att

pc ~Yymve v

Det hir dr en trevlig identitet som ger foljande alternativa sétt att bevisa ekvivalens mellan de tva
vanligaste formerna av energin £ (som du redan bevisat i en uppgift). Vi borjar frdn E = ymc? och
kvadrerar:

1
E? = 72m2c4 =1 vz oy m2ct (1.3)
sa
2 v? 2 2 4

och enligt (1.2) &r ‘C’—QQE 2 = p2c?, s vi har tagit oss till den ursprungliga formen

E? = p?? + m?ct . (1.5)



Man kan vid olika tillfdllen i speciell relativitetsteori oroa sig for att ndgot kommer att leda till en
motsédgelse, dd &dr det bra att prova. Sa vi gor samma sak med p = ymv som vi gjorde med energin,
da far man

1
2 _ 2.2
2
v
p2—§p2 = m?v? (1.7)
2
v? (16)2+m2> = p’ (1.8)
2 2.4 2.4
2 _ P _ p~c _b¢
V.= P2 2 p’+mict E? (19)
C

och nu dr vi tillbaka till (1.2). Sa allting passar ihop. Eller atminstone det hér!

2 Sonderfall och mer relativistisk kinematik

Betrakta ett sonderfall
partikel 1 — partikel 2 + partikel 3 (2.1)

med 4-rorelsemédngderna

pt = (Ei/e,p1), py = (Ea/c,p2), p3=(E3/c,p3). (2.2)

Vi vet att 4-rorelsemédngden &r bevarad i alla koordinatsystem (i motsats till 3-rérelseméangden):

pi =Py + 1§ (2.3)
som dr ekvivalent med de fyra ekvationerna (om man riaknar komponenter)

E, = E;+ Ey (2.4)
Pt = P2+P3. (2.5)

Lat mig forst pdminna om vad det betyder att E och p inte dr bevarade for alla observatorer, trots att
jag sdger att de dr “ekvivalenta” med 4-rorelsemdngdens bevarande (2.3). Det d4r samma pastaende
som att om jag roterar mina koordinater en vinkel 6 s har komponenterna av rorelsemédngderna p;
olika védrden i de tva koordinatsystemen (x, y) och (z, i) fore och efter rotation, sa vad som &r p;, och
p1y har dandrats men vektoridentiteten (2.5) ar fortfarande sann. For boostar (translation med konstant
hastighet v) s& blandas E och p och ddarmed (2.4) och (2.5), men (2.3) &dr oférandrad som ekvation.

Nu om losningar av de hir kinematiska ekvationerna. Vi har tre 4-vektorer, varav bara tva ar
oberoende enligt (2.3). Vi kan redan nu notera att det &r ett ganska hért krav, for t.ex. for rorelse i
en dimension bestams energin helt av beloppet pa rorelsemangden (dvs. det finns inga vinklar), sa
i véra tvd oberoende 4-vektorer har vi bara 2 parametrar, och vi har rorelseméangdens bevarande, sa
specificerar vi initiala rorelsemangden p; ar allt bestamt!

De hir hdrda kraven (samtidig energibevarande och rorelsemédngdsbevarande) verkar pa ytan
vara mer rigid matematisk struktur dn i newtonsk mekanik: i t.ex. newtonsk inelastisk stot tilldter vi
energiformer som dr utanfor vdr dynamiska beskrivning, t.ex. varmeforlust. Vi brukar upprepa mant-
rat att energi som helhet d&ndd dr bevarad om man tar med varmeforlust, men den bevaringen &r
inte manifest, dvs. virmen stdr inte med nagonstans i vara kinematiska ekvationer, vi stoppar in for
hand att total energi dr bevarad och réknar ifrdn det ut eventuell varmeforlust. Man kan uttrycka
det som att newtonsk mekanik inte har ndgon “helhetssyn” pa energi. I relativitetsteori infor vi en
sadan helhetssyn: vi dr tvungna att uppfylla (2.4) eftersom den kan blandas med (2.5) under Lo-
rentztransformationer. Det skulle skapa motséigelser att tilldta varmeenergi i (2.4) om den inte kan
transformeras till (2.5).



Vi sag det redan i boll-exemplet, dédr vi var tvungna att baka in fjaderns potentiella energi i den
totala energin hos systemet, annars kunde vi inte visa bevarande hos den relativistiska rorelsemang-
den. Det dr uppenbarligen inte fallet i newtonsk mekanik. Man kan & andra sidan sidga att om vi
tvingar oss sjdlva till att bokfora energi lika rigorost i newtonsk mekanik som i Einsteins mekanik s&
har vi forstds dven dar fyra ekvationer att uppfylla. Einstein uppfann inte energins bevarande!

Det finns manga olika sétt att manipulera de hir ekvationerna for att lara sig olika saker. Det &r
oftast bast att arbeta med “invarianter” sd ldngt man kan, dvs. utan att vélja koordinatsystem. Vi kan

t.ex. ta rumtidskvadraten av (2.3), d& far vi enligt (p®)? = —m?c? att
P1)? = 03 +p5)% = 13)" + 25 psa + (15)? (2.6)
—mic? = —m3c® +2(—EyB3/c + p2 - p3) + m3c” . (27)

Det hir foljer faktiskt fran de tva bevaringsekvationerna (2.4) och (2.5) (kvadrera och addera dem),
sa det ger ingen ny information utdver dem. Sa dr det alltid: fyrvektorspraket ger ingen ny naturlag.
Men det spraket dr danda ofta smidigare for att inse olika saker. Vi hade t.ex. kunnat inse (2.7) genom
att kvadrera komponenterna direkt

(P?)* = (5 +p8)? (2.8)
—E}/®+pi = —(BEa+ Es)?/c + (p2+ p3)’ (2.9)
—E{/+pi = —E3/¢+p3—2E2E3/c 4+ 2py - p3 — B3 /¢ + p3 (2.10)

och anvédnda energiekvationen (1.5) i (2.10) sa far vi (2.7) igen. Det hér &dr en anvdndbar form av
bevaringslag, eftersom massorna ofta dr kdnda, sa da relaterar det hér tre okdnda storheter: E, F3
och p2 - p3, som bestimmer vinkeln mellan partikel 2 och 3. Notera redan nu att for att prata om
vinkel maste vi enligt var trigonometri kunna prata om langder (kateter och hypotenusa), och langd
beror pd observator, sa vinkeln dr liksom de separata energierna F», F3 inte invariant. Ddremot gar
den att rdkna ut for varje givet koordinatsystem.

Vi kan ocksé flytta om bevaringslagen sa den blir p§ = p¢* — p§ och kvadrera den istéllet:

(P3)* = (0§ —p8)? 2.11)
—E2/2 +p3 = —(E1—Ey)?/A + (p1—p2)° (2.12)
—E2/*4+p3 = —E?/c*+p?+2E1Fy/c* —2p1-ps— E5/c* 4 ps (2.13)

som aterigen foljer direkt frdn de tva ekvationerna ovan, men aterigen kan vi anvédnda (1.5), nu i
(2.13), for att lara oss nagot:

— m%c2 = —m%c2 — m%c2 + 2]51]52/02 — 2p1 - P2 - (2.14)
och pd samma sitt med p§ = p{ — p§, dvs. byter 2 och 31 (2.14) :
—mic? = —m2c® —mic® + 2FE3/c* — 2p; - p3 . (2.15)

Ar de tre massorna kdnda har vi alltsé 3 ekvationer som relaterar 6 storheter: energierna och skalar-
produkterna av rorelsemangderna. Sa vi kan gissa att vi har 6 — 3 = 3 fria parametrar, en 3-vektor
som vi t.ex. kan sitta till noll. Hittills har vi inte behovt sdga alls vilket koordinatsystem vi arbetar i,
vilket forstds ar en fordel for da géller ekvationerna i alla koordinatsystem. Nu specificerar vi.

2.1 Partikel 1:s vilosystem: MC-systemet

[ partikel 1:s vilosystem (masscentrumsystemet) kan vi genast sitta p; = 0. Det medfor £y = m;c?,

samt pa = —ps, och dirmed p3 = p3, 18t oss kalla dem med ett gemensamt namn p? = p3 = p3 utan
index. Med (2.14) och (2.15) far vi da
(i + i — )

Ey, = (2.16)
2m1

m? +m2 — m3)c?
Ey = (my 2;’;1 2) (2.17)




Givet massorna vet vi alltsd nu alla tre totala energierna. Men dé vet vi ocksa rorelsemédngderna
enligt (1.5):
) E7 2 2
Pi =g —mic (2.18)
for i = 2,3. Nu vet vi alltsa alla kinematiska storheter i partikel 1:s system om vi bara vet massorna,
sa vill vi designa ett experiment och uttrycka kinematiken i MC-systemet har vi till synes ingen fri-
het alls att specificera ndgonting! Det &r ett exempel pd den rigiditet man har i relativistik mekanik
som man vanligen inte vintar sig i newtonsk mekanik, men det betyder bara att vi dr tvungna att
baka in alla relevanta former av energi, t.ex. fjdderenergi, i viloenergierna. (Notera att det inte be-
tyder att man inte far skjuta in partikel 1 med vilken energi man vill, se motsvarande utrédkning i
laboratoriesystemet nedan.)
Det gar som sagt att rdkna ut rorelsemdngderna p utan vidare antaganden, men lat oss anta
mo = mg = m for enkelhets skull. D4 blir
L 2

EQ = E3 = —micC

. (2.19)

det vill sdga partikel 2 och 3 delar lika pd partikel 1:s energi, som verkar rimligt om partikel 2 och 3
har samma massa. Deras rorelsemangder dr dd motsatta i riktning men lika i belopp, och p? blir:

1, 2)2

5 1

p’= 7(2m120 ) —m?c? = <4m% - m2> . (2.20)
c

Eftersom p? > 0 finns det bara en 16sning fér p om
mi > 2m . (2.21)

(Jamfor aterigen newtonsk mekanik — hade du véntat dig att man far villkor pa massorna?). Det
hir kallas trdskeln for att processen skall ske. Har partikel 1 mindre viloenergi dn 2mc? &r processen
omojlig, dvs. partikel 1 sonderfaller inte, atminstone inte till just de har partiklarna 2 och 3.

I gransfallet m; = 2m, “pa troskeln”, da skapas partikel 2 och 3 i vila fran partikel 1 i vila, vilket
verkar rimligt, det finns precis tillrdckligt med energi for att producera dem och inget blir kvar till
rorelse i partikel 1:s koordinatsystem. Gammafaktorerna ges av

FE lTfllCQ mi
mc mc 2m

som mycket riktigt dr lika med 1, alltsa noll hastighet, precis pa troskeln. Den kvarvarande ekvatio-
nen (2.7) ger vinkeln mellan rorelsemadngderna via skaldrprodukten,

(—m3? + m% + m%)c2 + 2(%m102)2/02 22

P2 - P3 = 5 (2.23)
som dr ekvivalent med att sdga att vi vet vinkeln mellan hastigheterna:
NN N 2.4
P2 ps =Ly By = miva Vs (2.24)
Men for bara tre partiklar vet vi redan att p = —ps3, alltsd att vinkeln mellan ps och p3 dr 180 grader.

(Kan du bekrafta det fran ovanstaende? Ledtrad: cos @ = ps - p3/(p2ps).) Varianter av de har tva sista
typerna av ekvationer dr anvandbara om vi skulle ha haft fler partiklar, for att fa ut vinklar mellan
sonderfallsprodukter, eller i labsystemet, som nedan.



2.2 Partikel 2:s vilosystem

Partikel 2:s vilosystem (jfr. boll A:s vilosystem nér vi pratade om fjadrarna och bollarna) definieras
av att vi sitter p2 = 0. Det medfor Fs = mac?, samt p; = ps, och ddrmed p? = p3. Med (2.7) och
(2.14) far vi da

(m3 +m3 — m3)c?

E, = (2.25)
QTTlQ

m2 7m2 7m2 02
Ey = (my 2;2 3) (2.26)

Givet massorna vet vi dterigen alltsd alla totala energierna, och da vet vi dterigen ocksa rorelsemang-

derna enligt (1.5):
E2

p; = — = m2c? . (2.27)
c

Lat oss aterigen anta mo = m3 = m for enkelhets skull. Da blir
2 2 9 2\ .2
B=Tp g 2 (2.28)
2m 2m
Notera att det 4r mer asymmetriskt &n nér vi anvédnde partikel 1:s system, for att processen dr 1 —
2 4 3, sd genom att vilja en av 2 eller 3 som vilosystemet bryter vi symmetrin mellan 2 och 3. Deras
rorelsmangder dr dd motsatta i riktning men lika i belopp, som ges av:

1,22/, 32 2
2_(§m10 /m) 99  of my 9
Pi="—"9Hh ——~—mc=m| sl (2.29)
och vi kan kontrollera att p? = p3
10,2 2Y.2 /02 2
o (3(mi—2m?)c*/m) 2o o M )

p3 = 2 —mc® =m] W_l . (2.30)

Eftersom p? > 0 dr det hir bara mojligt om
my > 2m, (2.31)

samma villkor som forut (vilken tur!). I gransfallet m; = 2m é&r alla partiklarna i vila. Gammafakto-
rerna ges av

Eq im?2c2/m  my
it = 2 = 2 ! 2 = 5 (2'32)
mic mic 2m
_ B ami-2m’)P/m mi - 2m? 233
BT e mc?  o2m?2 (2.33)

Det hér dr som vi sett tidigare ett sdtt att argumentera att en foton (partikel 1) inte kan bilda ett
elektron-positron-par (partikel 2 och 3). Nar det géller fotoner kan man inte som i férra exemplet
(p1 = 0) ga till fotonens vilosystem for att bevisa det, for den har inget vilosystem, men i det hir
exemplet har vi gatt till elektronens vilosystem (p2 = 0) och vi ser att troskeln dr densamma: en
masslos partikel kan inte bilda tva massiva. Det rdacker inte att enbart pumpa in mer energi (6ka
frekvensen hos fotonen), for det ar partikel 1:s vilomassa som forekommer i troskelekvationen m; >
2m, och vilomassan hos en foton dr orubbligt noll.

Daremot kan man skicka dit en till foton, sa man har totalt fyra partiklar, det gar bra att pumpa
in energi i~y + v — e’ + ¢~ bara man har 2m.c? i total energi hos fotonerna.



2.3 Ilaboratoriesystemet

Laboratoriesystemet (“labsystemet”), ett system som star tryggt pd marken under partiklarna, ar
ofta mest trassligt att rdkna i, for ingen av rorelsemidngderna ar typiskt sett noll som i de tva tidigare
exemplen. Men det &r ofta ldttare att tolka rorelseméangderna i labsystemet, eftersom de ar de vi
verkligen ser i experiment (dvs. i laboratoriet).

Man skulle kunna infora ett koordinatsystem, t.ex. partikel 1 kommer in utefter x-axeln och par-
tikel 2 och 3 flyger vidare med nédgon relativ vinkel (s.k. 6ppningsvinkel) gentemot z-axeln , sa hér:
P1 = (P12,0,0), P2 = (P22, P2y, 0), P3 = (P32, D3y, 0). Mer praktiskt ar att prata om rorelsemangdernas
belopp och vinklar, enligt strategierna fran ovan.

Vi kan betrakta rorelsemédngdens bevarande som att det bestimmer rorelsemangden for partikel
3, alltsd ps = p1 — p2, sa vi har tva rorelsemdngder kvar att arbeta med, p; och ps. For lika massor
géller av symmetriskil p3 = p3. (Varning: det giller ddremot inte att de dr motriktade ps # —p3 som
i MC-systemet, dvs. i labsystemet har rorelsemédngderna samma belopp men olika vinklar.) Fran
p2 = (p1 — p2)? = p? — 2p1 - p2 + P3 ser vi d& att 2p; - p2 = p?. Det betyder att vinkeln mellan p; och
p2 r, eftersom p; - p2 = p1p2 cos b:

PL'P2_ P _ P
D1P2 2p1p2 2po

cosf = (pi = |pil) (2.34)
Vi kan notera ett potentiellt mysterium: cos§ < 1 alltid, men fér inte hogerledet vara storre dan 1? Vi
far se. Nu anvander vi energins bevarande:

Ei=FEy+ FE3=2F, . (235)

Det som ér lite trassligt med energier i relativitetsteori dr att det dr en kvadratrot i sjdlva energin,
dérfor skall man helst jobba med kvadrerade energier sa langt det gar: E? = 4E3. Den ekvationen
ser ut sa har:

pic® + mict = 4(pac® + mic?h) (2.36)

som ger
4p2 — p? = mi® — am3? . (2.37)

Vi har tva ekvationer (2.34) och (2.37), for tre obekanta p1, p2, 0, s vi har 3 — 2 = 1 fri parameter, som
vi fysikaliskt gdrna viljer som p;, rorelsemédngden hos den inskickade partikeln i labsystemet (den
som kommer pa elrdkningen). Sa vi 1oser ut pa = p; /(2 cos #) fran (2.34), och ekvation (2.37) blir

o
4cos2 0

1
<cos29 - 1> P = (m?—4m3)ct. (2.39)

—pi = (mi—4m3)c (2.38)

I linje med frdgan om cos 6 ovan noterar vi nu att cos?# < 1, s parentesen i vénsterledet ar alltid
positiv eller noll. Darfor har ekvationen bara 16sning om m? > 4m3, dvs. vart bekanta troskelvillkor
my > 2mso for att sonderfallet skall kunna intréffa.

Notera att det inte hjdlper att pumpa in mer energi (6ka p;): det kommer aldrig att komma nagon
16sning till (2.39) om inte troskelvillkoret dr uppfyllt, precis som vi ocksd noterade i forra sektionen
da vi arbetade i partikel 2:s vilosystem. Det &r {or att en ja/nej-fraga som “sker sonderfallet 6verhu-
vudtaget?” inte kan bero pa vilken observator som stiller den (jfr. stdngen och ladan). Sa vi kan alltid
gd till masscentrumsystemet for att besvara fragan, och dér ar partikel 11 vila, sa bara dess viloenergi
kan spela roll for den fragan.

Som avslutning kan vi roa oss med att 16sa ut cosinus av vinkeln explicit fran (2.39):

1
cosf = (2.40)

(m2—4m32)c?
1 + 1 . 2)
Py




Vi ser att for stor inkommande rorelsemédngd blir hogerledet nédra 1, da blir ppningsvinkeln néra
noll grader (cos0 = 1), dvs. restprodukterna flyger ivdg valdigt nédra stralriktningen. S& faktumet
att man alltid kan gé till masscentrumssystemet for att forsta troskelvillkoret betyder inte att vara
rakningar i labsystemet dr ointressanta: rakningarna i masscentrumsystemet kan inte sdga ndgot om
oppningsvinkeln 6, eftersom det inte finns nagon ursprunglig stralriktning hos partikel 1 att jamfora
med i masscentrumssystemet: motsvarande vinkel &r alltid 180 grader dér, partikel 2 och 3 flyger
alltid ut i motsatt riktning (“rygg mot rygg”) i masscentrumssystemet.

Pa partikelfysiksprak kallas riktningen néra strdlriktningen “very forward”, och man karakta-
riserar det med stor rapiditet (Schutz “velocity parameter”) istéllet for liten vinkel, som ger béttre
upplosning eftersom rapiditeten &r logaritmisk i vinkeln!. Om detektorn &r konstruerad som en stor
cylinder (“tunna”) och restprodukterna (partikel 2 och 3) flyger vildigt ndra stralriktningen sa ska-
par det problem: de tva stralroren dr 6 cm i diameter vardera, och kommer restprodukterna inte ut
ordentligt i hojdled eller sidled sa kommer man att missa dem. S4 i vissa detektorer som den mind-
re detektorn LHCb specialiserar man sig pa stor rapiditet, och sétter detektorelement s& langt som
20 m i stralriktningens forlangning och sd ndra strdlen som 7 mm, i motsats till 5 cm i de tva stora
detektorerna ATLAS och CMS.

2.4 Sonderfall och inre struktur

Vihade en bra diskussion om det hdr 2016 nir vakna studenter papekade att om vi drar analogin med
fjadersystemet till sin spets, sd borde partiklarna i princip kunna komma ut med olika vinklar relativt
strdlriktningen d&ven om massorna dr samma, vilket jag verkar ha uteslutit i ovanstdende utrdkning,
dér bara oppningsvinkeln dyker upp. Tanken var som foljer: fjadern skjuter ivag partiklarna med
nagon kraft, men fjadern mdste ursprungligen inte vara orienterad vinkelrédtt mot rorelseriktningen
(fast den var det i exemplet i kompendiet). S& om man skjuter in en “sned” fjader med bollar skulle
bollarna skjutas ivdg med olika hastigheter relativt stralriktningen, &ven om massorna dr samma.

I fysik pratar man om symmetri: om partiklarna har samma massa, och partikeln innan sénder-
fallet inte har nadgon inre struktur som vi tar med i berdkningen, da maste ekvationerna visa att det
ovanstdende inte kan hinda, eftersom ingen riktning upp eller ned é&r speciell och inget kan skilja
partiklarna frdn varandra. Det finns mycket riktigt bara en vinkel 6 i ovanstdende. Men det finns
sonderfall i partikelfysik da partiklar har inre riktning: t.ex. en atomkédrna som bestar av tvd kidrn-
partiklar har i princip en riktning innan soénderfallet. En elementarpartikel kan ocksa ha en riktning i
mer abstrakt mening: spinn, som i Stern-Gerlach-experimentet. Spinnet bestimmer en riktning, och
partiklar med spinn har differentiella tvdrsnitt som beror annorlunda pa vinklarna &n for partiklar
utan spinn. Det dr t.ex. sd man testar experimentellt att Higgs-partikeln har spinn 0 och inte spinn 2.

I praktiken kan det vara svart att kontrollera riktningen hos t.ex. en inskickad atomkéarna, sa att
stralen i praktiken dr en slumpmassig blandning av riktningar. For sddant dr det bra med elektroner,
som dr lattare att kontrollera dn atomkérnor, och lattare att kontrollera d&n protoner ocksa for den
delen. Med en polariserad strale av elektroner, dvs. “kand riktning” av spinnet hos de inkommande
partiklarna relativt rorelseriktningen (s.k. helicitet), kan man gora mycket mer precisa experiment
an slumpmassigt blandade partiklar, och det dr delvis ddrfér som nésta generation av kolliderare
foreslds vara leptonkolliderare istillet for hadronkolliderare som nuvarande LHC pa CERN. (Det ar
inte en ny idé: LEP-kollideraren pa CERN var foregédngare till LHC med mycket ldgre energi.)

Som avslutning pa diskussionen om inre struktur hos elementarpartiklar: det dr en del av hypo-
teserna i teorier bortom Standardmodellen, t.ex. strangteori, att forklara spinn via ndgon slags inre
struktur: en strang som oscillerar pa ett visst sitt dr spinn 0, ett annat sitt dr spinn 1, osv. Men det
finns i dagsldget inget experimentellt fog for att spinn skulle komma fran nagon slags inre struk-
tur hos elementarpartiklarna: de ar savitt vi vet matematiska punkter utan utstrackning, utan ndgon
fjader inuti, och spinn dr en experimentellt fastlagd kvantfysisk egenskap utan egen tolkning.

IT4nk s& har: hastigheten dr “tanh” av rapiditeten, och “tanh” dr en kombination av exponentialfunktioner. Inversen av
tanh borde dérfor vara ndgon kombination av logaritmer. I partikelfysik anvéands i praktiken en variant av rapiditet som
kallas “pseudorapiditet”.



3 Mer om kvantfilt: vagfysik och kvantfysik ger antimateria

For att forsta lite om kvantfalt maste man forst forstd vad ett klassiskt falt ar. De klassiska falt du ar
lite bekant med &r elektromagnetiska fdltet och gravitationsfaltet. Tyvarr dr de tva félten lite kom-
plicerade, som har att gora med att kraftbararna har spinn (den kvantfysiska egenskap som du lart
dig att elektronen har): fotonen har spinn 1 och gravitonen har spinn 2. Det enklaste filtet dr ur den
synpunkten Higgsfaltet, som dr spinnlost (spinn 0, eller skalirfilt), men det dr du nog inte sa bekant
med i detalj &n. Det finns som tur d&r manga icke-elementira félt som ar skalarfélt, t.ex. anger man
helt vanlig temperatur som en funktion av ldge och tid sa far man temperaturfaltet 7'(x, t). Mer rele-
vant for det vi pratar om hér ar vagtysik, t.ex. vdgor pd en strang, da pratar man om en forskjutning
D(x,t) fran jamviktsldget, som en funktion av rum och tid. Betraktar vi D(z, to) vid fix tid ¢( far vien
ogonblicksgraf av strangen, betraktar vi D(xo, t) vid fixt lage x( far vi en historiegraf. I allmanhet kan
vi kalla D(x,t) ett klassiskt skalirfilt, en skaldr (dvs. inte vektor-) funktion av rum och tid, som ocksa
Higgsfaltet 4r. Man brukar anvanda grekiska “fi”, ¢(z,t) for att beteckna ett skalarfélt i allmanhet,
vare sig det dr temperatur, vattenvagor, eller Higgsfaltet. (Se Strasslers blogg for snygga animeringar
av olika falt.)

Om partiklarna som féltet skall beskriva (nédr det sedan blir ett kvantfilt) skall vara masslosa?
skall ¢(z,t) vara en losning av vigekvationen,

2 2
- gﬁé(x,t) + ;x2¢(x, t)=0 (3.1)

en partiell differentialekvation, som du kanske har nosat pa pa flervariabelanalysen. Ndr man pratar
om félt, och sdrskilt med 3 rumsdimensioner och inte bara ett futtigt  som hér, brukar man kalla det
hir (masslosa) Klein-Gordon-ekvationen.® De flesta studenter pa den hir nivan greppar inte riktigt
vagekvationen, men vi skall jobba med det i detalj pd Matematisk fysik II. Hursomhelst, tvd mojliga
typer av vagor dr som du vet sinus- eller cosinus-vdgor, och argumentet (fasen) skrivs kz — wt. De &r
alltsd 16sningar till vagekvationen. Man kan nu anvénda Eulers formel

cos(kx — wt) = % (ei(km_“’t) + e_i(kx_“’t)> , (3.2)

eller en liknande formel for sinus. Det betyder att istédllet for sinus och cosinus kan vi jobba med
tva andra mojliga 1osningar som kan verka lite mindre bekanta men som &r enklare matematiskt:
de komplexa funktionerna ¢**=%!) och e~#k*=%!) Vi noterar redan nu att man kan f& dem fran
varandra genom att byta (z,t) — (—x, —t), dvs. med en spegling och att lata tiden ga baklanges, rent
matematiskt.

I kvanttysik, t.ex. for vdateatomen, pratar man om diskreta (stegvisa) energitillstind. Man brukar
lite abstrakt anvdnda rakt streck och hakparentes for att beteckna ett kvanttillstand, dvs. istéllet for
“tillstdnd 1”7, “tillstdnd 2" osv skriver man:

0y, 1), 12, 1B, ... (3.3)

(for mer om detta, se min text Gymnasiefysik fér Fysik 3!). Man brukar “koppla ihop” tillstinden
med s.k. steg-operatorer, en som stegar ned som heter a, och en som stegar upp som heter a' (utléses
“a-dagger”, dagger betyder “dolk”, men tank att det ser ut som ett plus):

ot ot ot at
0y o« ) 4 12 4« 3 a4 ... (3.4)
— — — —

Man kan alltsa skriva att |1) = af|0), osv. medan a|1) = |0). Vi kan tinka oss a! som att man lagger
till fler partiklar i ett tillstdnd, och a som att den tar bort partiklar, vilket dtminstone frdn bevarings-
lagarna (t.ex. for kvarktal N,) dr lite som att lagga till antipartiklar. Ett kvantfalt betecknas ¢(x,t)

For partiklar med massa méste man anvinda en generalisering av vagekvationen som Matt Strassler kallar vagekva-
tion av “klass 1” i motsats till “klass 0” som ar den vanliga vagekvationen.
3Den svenske fysikern Oskar Klein var med och kom pd manga saker. Sla gdrna ocksa upp Kaluza-Klein-teori.



och dr en kombination av de hidr stegoperatorerna och det klassiska féltet ¢(x,t). Man brukar saga
att ett kvantfalt 4r som att man har stegoperatorer i varje punkt i rumtiden, dvs. det finns chans att
skapa en partikel i varje liten punkt i rumtiden. Det finns matematiska krav pa teorin som leder till
att i 1osningen till vagekvationen som ser ut som e~*(-) har a och af ombytt plats jamfort med e ().
Men eftersom vi ocksd kan byta mellan de tvd 16sningarna till vagekvationen genom att spegla rum-
tiden (z,t) — (—x,—t), s ar kvantféltteori invariant om man speglar rumtiden och byter partiklar
och antipartiklar.* Man kan darfor betrakta antipartiklarna rent matematiskt som partiklar som gér
bakldnges i tiden, och det dr ddrfor vi byter fran partikel till antipartikel nér vi “korsar” en Feynman-
diagramlinje fran inpartikel till utpartikel. Mer fysikaliskt betyder det att vi har “uppgraderat” de tva
oberoende l6sningarna av vidgekvationen till kvantfalt, och deras stegoperatorer mdaste vara motsat-
ta, sa vi tolkar den ena som en partikel och den andra som en antipartikel. Bagge ror sig fysikaliskt
sett framit i tiden.

Det dr bara om man inte dr sd bekant med antipartiklar som man lockas till att prata om partiklar
som fysikaliskt skulle ga bakat i tiden. I sjdlva verket dr antipartiklar en naturlig del av det vi idag
kallar ett kvantfalt, sa till den grad att man sadllan tanker pd antipartiklarna som “andra partiklar”
langre, utan olika manifestationer av ett och samma kvantfalt. Reglerna vi anvande for att korsa over
en partikel till en antipartikel i t.ex. betasonderfall star pa fast matematisk grund.

4 Lorentztransformationerna, matriser och grupper

Vi vet redan hur matrisen A for Lorentztransformationer ser ut, antingen med hastighet v eller (lite
snyggare) med rapiditet ¢. Men hur hade vi kunna hérleda det mer systematiskt? Om man skriver en
fyrvektor  som x (dvs. indexet dr underforstatt) och jobbar med 4 x 4-matriser A, sa kan vi skriva
Lorentztransformationerna som att = transformeras till Az for ndgon matris A. Intervallet i kvadrat
(vi skriver x istillet for Ax) skrivs d& som 2?2 = z”nx dar n dr metriken, den matris med element
a8 sOom vi redan pratat om, och T star for transponat, alltsa att byta spalter och rader i en matris,
(M?;)T = MY,. For att 2* skall vara invariant sd kréaver vi

(Az)Tn(Az) = 2T na 4.1)
vilket enligt (Az)T = 2T AT tvingar A att uppfylla
ATpA =19 . 4.2)

Matriser A som uppfyller det hir dr Lorentztransformationerna. Det d&r symmetriska matriser sa ek-
vationen ger 10 villkor pa 16 matriselement, och vi far 16 — 10 = 6 oberoende 16sningar, som &ar de
tre rotationerna och de tre boostarna man kan gora i tre dimensioner. De sex matriserna A kan man
multiplicera ihop och det ger olika kombinationer av rotationer och boostar (dven i olika riktningar).
Alla multiplikationer ger en ny Lorentzmatris, sa de bildar i matematisk mening en grupp (som per
definition skall ha en véldefinierad multiplikation som inte tar en utanfor den klass av objekt man
studerar). Gruppen av 4 x 4-matriser A som uppfyller (4.2) kallas Lorentzgruppen eller O(1, 3), dar 1
star for tid och 3 star for rum, och O stér for “ortogonal”.

Den allménna teorin for symmetrier som rotationer och Lorentz-symmetrier dr Lie-algebra. Har
kan man inte motsta att rekommendera Jiirgens forsta bok [2]. Jag rekommenderar ocksd kursen i
differentialgeometri av Conlon [3]. Nar jag jobbade i Kanada ht 2017 gav jag intresserade matema-
tikdoktorander foljande uppgift:

Betrakta Lorentzgruppen O(3,1), Conlons exempel 3.4.19, eller snarare specialfallet O(1,1) C O(3,1):
hitta en 2 x 2-matris som limnar kvadratiska formen z* — t* invariant och beror pd en parameter  som
kallas “pseudo-vinkeln”, i analogi till den vanliga rotationsvinkeln i en rotationsmatris i O(2). Relatera din
O(1,1)-matris till Lorentz-transformationerna av rum och tid. Visa att komposition @1 + 2 av tvd O(1,1)-
pseudorotationer leder till kompositionsregeln vy + va/(1 + viva) for hastigheten v = tanh ¢ och att den hir

*Den hir invariansen kallas “CPT-symmetri”, sl garna upp det. Jag har forstas bara skissat det véldigt grovt, men det
finns ett matematiskt bevis att kvantfaltteorier har CPT-symmetri, t.ex. av Liiders och Pauli.


https://en.wikipedia.org/wiki/Lie_algebra

kompositionen betyder att ingen observatdr kan nd ljusets hastighet som ir v = 1 i de hir enheterna, om de
inte redan ror sig med v = 1 (dvs. observatoren dr en foton, gluon, eller mdjligtvis graviton). Ledning: se
Schutz uppgift 1.19, som jag loser en video. Se dven en i annan video om hur man upprepar transformationen
N gdnger och tar griinsen N stort.

Notera att formuleringen ar baklanges som vi har formulerat det: borja med rapiditet (pseudo-
vinkel) ¢, skriv om formuleringen till hastighet v! For en matematiker dr formeln v; + v2/(1 + viv2)
ett onaturligt sétt att representera komposition. Det dr onekligen smidigare med rapiditet (pseudo-
vinkel) ¢1 + 2, men for en fysiker dr hastighet mer elementart.

I speciell relativitetsteori kan man definiera partiklar som olika representationer av Lorentzgrup-
pen.® I allmin relativitetsteori, dar man tillater gravitationsfilt, vet ingen nagon riktigt bra definition
av partiklar, och olika observatorer har olika asikt om hur manga partiklar en viss rumtidsregion
innehaller. (Det har kan man redan skonja i speciell relativitetsteori om man téanker efter riktigt nog-
grannt: sla upp Unruh-effekten.)

5 Loopdiagram: Higgspartikeln

Jag har namnt att virtuella partiklar bade skapas och forintas utan att man ser dem. Det finns inget
som sdger att det inte kan handa upprepade ganger. For varje par av Feynmanregler man stoppar in
maste man “betala” en kopplingskonstant «, sa det blir mindre och mindre sannolikt ju fler virtuella
partiklar man vill ha, men ibland finns det inget annat sitt att gora ett visst typ av diagram &n att
ha flera virtuella partiklar. Bildar de en sluten kurva i diagrammet kallas det ett “loopdiagram”. Ett
viktigt exempel dr produktion av Higgspartikeln fran gluoner (som det star i min presentations-PDF
fran Foreldsning 3 bestar protonen till storsta delen av gluoner och mindre av kvarkar vid de hoga
energierna i moderna partikelacceleratorer): g + g — H. Higgspartikeln kopplar till alla massiva par-
tiklar s& den har stort sonderfallstvarsnitt, och sonderfaller alltsa vildigt fort efter den har skapats,
t.ex. till tva fotoner: H — 7 + v, som var huvudupptacktskanalen (den och en annan) ndr CERN of-
fentliggjorde upptéackten i juli 2012. Men varken fotonen eller gluonen har massa, sa Higgspartikeln
kopplar inte direkt till dem! Kopplingen kan ddremot ske genom att utbyta en virtuell kvark och
samtidigt skapa ett kvark-antikvarkpar som forintas och bildar en Higgspartikel, i ett s.k. 2-loops-
diagram:

"
t t
9 ; g 9
“Loopar” syftar alltsa pa de tva triangelformade delarna av diagrammet. Toppkvarken ¢ &r tyngst sa
den har storst koppling till Higgsfaltet, darfor har jag skrivit ut den och inte andra kvarkar. Det dr en
intressant historia hur folk raknade ut teoretiska forutsdgelser for tvérsnitt fran det har loopdiagram-
met (och andra liknande diagram) med enormt mycket arbete, pa 1980-talet. Idag kan man i princip

rakna ut diagrammet pa en kurs i kvantfiltteori pd masterniva — fast det skulle rdknas som en svér
uppgift pd den nivan. En mer rimlig borjan dr foljande diagram for skalérfalt ¢ (spinn 0):

>0Om man skall vara noggrann ar spinn-1/2-partiklar som elektroner inte nigon representation av Lorentzgruppen
sjalv, utan av en grupp som “tiacker” Lorentzgruppen, den kallas “spinn-gruppen” Spin(1, 3). For varje element (matris) i
Lorentzgruppen finns det tva matriser i spinngruppen.
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k3 {—ky k4

_ dPe 1
—k3y l =
0+ K (2m)P (£ + k1)2(L — ka)203,

ko k1

som jag raknar ut i en video till kursen Matematisk fysik II, och i mer detalj i mina “Introductory no-
tes” till kvantféltteori pd master-niva. Linjerna i diagrammet representerar Greens-funktioner G(x1, x2)
som ger sannolikhetsamplituden att partikeln gar fran punkt z; till punkt z5. Man hittar G som 16s-
ning till Klein-Gordon-ekvationen, som dr samma som vagekvationen (3.1) ovan fast med en extra
term m?¢(z,t) for massa m. Losningen av den differentialekvationen &r:

o d4 eipa(x?_mg)/h 5.1
) == [ v G

och knutpunkterna representerar kopplingskonstanten (se kompendium del 1). Jag har kallat 4-
rorelsemédngden i loopen langst till hoger (¢ (¢ for “loop”, inget att gora med medelfrivdg), de yttre
k1 till k4 betraktar vi som givna, och flodet av 4-rorelsemédngd anvander sig av bevaring i varje knut-
punkt, som i Kirchhoffs lagar i elldra. (Utifran det: vad star k34 for?)

Att ha rimligt palitliga teoretiska forutsdgelser om vad som bor kunna detekteras dr absolut nod-
vandigt for att kunna planera ett miljard-euro-projekt. Detektorerna vid LHC har optimerats bland
annat for att kunna detektera just tva fotoner med hog energi, H — v +~. I kompendiet finns en bild
pa data fran ett sddant sonderfall.

Liknande diagram som det for skaldrféltet ¢ ovan anvéands for att rdkna ut forsta kvantkorrektio-
nen till elektrodynamik, som forst gjordes 1936 av Heisenberg och hans doktorand Hans Euler (!) [4].
For gluoner dr sddana processer viktiga, men for elektroner och fotoner har det aldrig testats direkt
eftersom den dr proportionell mot a2, = (1/137)? som &r ganska litet s3 intensiteten hos partikel-
strdlarna maste vara ofantligt hog, men t.ex. folk pd Chalmers har stora projekt dédr de forsoker med
hogintensiva lasrar.

Referenser

[1] D. Tong, Lectures on Dynamics and Relativity, damtp.cam.ac.uk/user/tong/relativity.html

[2] J. Fuchs, C. Schweigert, “Symmetries, Lie Algebras and Representations: A Graduate Course for
Physicists” (2003), Cambridge University Press, lank Amazon.

[3] L. Conlon, “Differentiable Manifolds” lank Amazon. Min ldsguide till Conlon ligger som “spe-
cialimne” under Matematisk fysik.

[4] W. Heisenberg, H. Euler, “Folgerungen aus der Diracschen Theorie des Positrons” (1936) Z.
Phys. 98, 714.

11


https://www.youtube.com/watch?v=-riPW1yt_fA
https://tp.hotell.kau.se/marcus/notes/stringvideos.html
https://tp.hotell.kau.se/marcus/notes/stringvideos.html
https://en.wikipedia.org/wiki/Euler-Heisenberg_Lagrangian
https://www.chalmers.se/en/departments/physics/calendar/Pages/Disputation_Erik_Wallin_180918.aspx
https://www.amazon.com/Symmetries-Lie-Algebras-Representations-Mathematical/dp/0521541190
https://www.amazon.com/Differentiable-Manifolds-Modern-Birkh%C3%A4user-Classics/dp/081764766X/ref=sr_1_1?s=books&ie=UTF8&qid=1538638207&sr=1-1&keywords=conlon+differentiable
https://tp.hotell.kau.se/marcus/notes

	Relativistisk energi och rörelsemängd, kontra hastighet
	Sönderfall och mer relativistisk kinematik
	Partikel 1:s vilosystem: MC-systemet
	Partikel 2:s vilosystem
	I laboratoriesystemet
	Sönderfall och inre struktur

	Mer om kvantfält: vågfysik och kvantfysik ger antimateria
	Lorentztransformationerna, matriser och grupper
	Loopdiagram: Higgspartikeln

