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A good many times 1 have been present at gatherings of people who, by the standards of the
traditional culture, are thought highly educated and who have with considerable gusto been
expressing their incredulity at the illiteracy of scientists. Once or twice I have been provoked and
have asked the company how many of them could describe the Second Law of Thermodynamics.
The response was cold: it was also negative. Yet I was asking something which is about the
scientific equivalent of: "Have you read a work of Shakespeare’s?’

C.P. Snow, The Two Cultures (1959)

Det hér ar kurslitteratur for FYGB02 (civ.ing., fysikprogrammet) och FYGL31 (ldrarstudenter).
Det finns ocksa ett kompendium 2. Vissa delar utgér fran gratisboken “Statistical and Thermal
Physics” av Gould & Tobochnik, som finns att ladda ned pa stp.clarku.edu/notes som férdjupning.


http://stp.clarku.edu/notes/
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Introduktion

For den ténkande student som ldser Cengel & Boles (C & B) dyker konceptuella fragor upp, t.ex.:

* Vad dr egentligen “inre” energi «? Hur hdanger det ihop med temperatur 77?

¢ Vad betyder det mikroskopiskt att en gas &dr “ideal”? (fig. 3-46 i C & B — siffror for uppl. 9)

* Och varmekapacitet ¢? Varfor beror den pd temperaturen for vissa dmnen? (fig. 4-24 i C & B)
* Vad dr egentligen entropi s?

¢ Foljer termodynamikens andra huvudsats fran ndgon “fysikalisk princip”?

¢ Varfor fungerar van der Waals gaslag (ekvation 3-22 i C & B) ndgot béttre dn allménna gasla-
gen? Vad betyder konstanterna a och b i van der Waals gaslag?

¢ Vad hiander vid en fasomvandling? Varfor ar kritiskt tryck och temperatur P, T, olika for
olika &mnen medan kompressibilitetsfaktorn Z (fig. 3-48 i boken) ar vildigt lika?

Statistisk termodynamik har som mal att utifrdn den mikroskopiska beskrivningen av ett system

(t.ex. molekylerna i en gas) kunna besvara fragorna ovan, dtminstone i stora drag. Makroskopiska




system har typiskt storleksordningen en miljon miljard miljarder partiklar (antalet partiklar i en mol).
Dynamiken for alla de partiklarna skulle vara hopplost komplicerad att simulera i detalj 4ven pa de
mest kraftfulla datorer som finns. En sddan simulering skulle ocksa i manga avseenden vara onddigt
komplicerad: man ér sdllan sa vildigt intresserad var varje molekyl ar. Istdllet ersdtter vi detaljerad
information om varje molekyls ldge och hastighet med statistisk information, t.ex. medelhastigheten.

1 Kinetisk gasteori for ideal gas

1.1 Inledning: Allmédnna gaslagen

I kursboken Cengel & Boles skrivs allmidnna gaslagen oftast Pv = RT déar konstanten R har olika
varde for varje &mne. Du har nog sett en annan version av allmidnna gaslagen, nagot i stil med PV =
nR,T ddr n dr antalet mol. Dér 4r R, den allmdnna gaskonstanten, som inte beror pa dmnet, och
R = R,/M déar M ar molmassan (kg/mol). I Cengel & Boles kap. 3-6 visar de relationen mellan
de tva ekvivalenta formuleringarna. Vi kommer att anvdnda en version som liknar den senare, men
istdllet for antalet mol anvander man totala antalet partiklar N istédllet, som dr N = n Ny, ddr Ny ar
Avogadros tal, dvs. antalet partiklar i en mol.!
Om vi infor Boltzmanns konstant

R, 8.31 /(K- mol)

k = —_— =
P~ N4~ 6.02-10% partiklar/mol

~1.38-1072J/K (per partikel) (1.1)

sa far vi formen av allmédnna gaslagen som vi kommer att anvdnda i det har kompendiet:
PV = NkgT .

Man kan i stora drag séga att vi i statistisk termodynamik betraktar valdigt smé effekter (kg ~ 107231
Sl-enheter) for vildigt manga partiklar (t.ex. N4 ~ 10?%) som tillsammans ger ndgot som &r vardags-
storlek (R, = kp - Na = 8 i Sl-enheter). I omdefinitionen av SI-systemet 2019 s& dr Boltzmanns
konstant en grundstorhet med det exakta virdet kg = 1,380649(00000...) - 10723 J/K. En kelvin &r
numera den temperaturdndring som orsakar en dndring 1,380 649 - 10723 J i termisk energi. Att kg ar
mer fundamental 4n temperatur passar bra med argumenten vi kommer att ga igenom.
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FIGUR 1: Ideal gas dr en bra approximation i den grona (skuggade) regionen till hoger i
T-v-diagrammet. Det &r for hog specifik volym v = 1/p, som dr 1&g densitet p (kg/m?).

"Tyvérr kallas antalet mol N i Cengel & Boles, medan N for oss alltid ar antalet partiklar. Det ar inget storre problem
eftersom de séllan anvander V. Vi forsoker vara tydliga nar det d4r nagon skillnad i notation.



1.2 Kinetisk teori for klassisk ideal gas

En ideal gas i klassisk termodynamik dr en gas som uppfyller allménna gaslagen PV = NkgT. Man
kan beskriva molekylerna i en ideal gas med f6ljande antaganden (det brukar kallas kinetisk teori):

¢ Vi forsummar de enskilda molekylernas volym, och antar att de inte har ndgon intern struktur
som pdverkar vara rakningar. Man sager att de ar “punktformiga”.

* Molekylerna i gasen kolliderar inte med varandra och utévar heller inga krafter pa varandra.
(De far ddaremot studsa mot vdggarna, se fig. 2.)

* Molekylernas rorelse beskrivs av klassisk mekanik, som betyder att man forsummar effekter
fran kvantfysik och relativitetsteori.

De har antagandena skall ses som en utgangspunkt, en forenklad modell fran vilken man kan gene-
ralisera (dvs. ge upp ndgot av antagandena) och kunna beskriva realistiska gaser.

Vi borjar med att rdkna ut molekylernas rorelseenergi i en ideal gas. Betrakta en gas med N mole-
kyler i en behédllare med volym V. Vi vet ingenting om hastighetsvektorn v hos en enskild molekyl,

v

b o <,

O\

FIGUR 2: Vi antar att molekylerna inte kolliderar alls med varandra, och med vidggarna
kolliderar de bara elastiskt.

utan vi skall istéllet betrakta medelvirden av molekylernas hastigheter. Beteckna medelvardet med ett
streck ovanfor:?
medelhastigheti z-led: v,

Vi antar att behdllaren star stilla, och att molekylerna inte pdverkas av nagra yttre krafter (kallas
“enkelt kompressibelt” i boken, kap. 1-6). D& N é&r véldigt stort dr det rimligt att anta att for varje
molekyl som har positiv hastighetsvektor v sd finns en annan molekyl som har negativ hastighet —v,
sa medelvdrdena borde vara noll:

=Ty =T =0, (12)

dvs. v = 0. (Vi bevisar det i extrakompendiet.) Det finns ingen liknande anledning varfér medelvar-
det av rorelseenergin skulle vara noll, for det finns inga molekyler med negativ energi.
Eftersom alla riktningar &r ekvivalenta dr det rimligt att anta att

B s S e N SO 3 13

Notera @ = 0 fast 7, = 0. I statistik kallas medelviardet av en variabel i kvadrat for variansen.

%ibland ser man beteckningen (v,), som betyder samma sak. Notera att det hér strecket inte har nagot att gora med
strecket i boken pa t.ex. ¢p, dér strecket betyder “per mol”.



Inre energin i en ideal gas

Den inre energin U i en gas dr summan av alla individuella molekylers energier. En molekyl med
hastigheten v har rorelseenergi £, = %va, och vi betraktar ett rent &mne dér alla partiklarna har
samma massa m. Sa medelvardet av rorelseenergin per partikel &r

Rorelseenergin for alla IV partiklarna i gasen &r alltsa IV gdnger det, som ér inre energin
_ 1 —
U:NEk:N-imvz, (1.4)

om vi till att borja med antar att potentiella energin dr noll (inga yttre krafter och inga krafter mellan
partiklarna). Omvant kan vi rakna ut medelviardet v2 fran inre energin:
15 20U

"2 — 2
Vg =V

3 —_ gﬁ- (1-5)

Trycket i en ideal gas

Trycket uppstar dd molekylerna kolliderar med viggarna. Vi betraktar en molekyl med z-hastighet v,
som studsar mot en viagg i yz-planet (se fig. 2a). Molekylen far rorelsemangdsandringen (impulsen)
p2 — p1 = —2mu,i under kollisionen, och viggen far ddrmed motsatta impulsen Ap = 2muv,i. Antag

FIGUR 3: a) Antalet molekyler som tréffar A pa tiden dt &r 1 Av,dt ganger titheten. b) varfor
man bara behover betrakta impulsandring i en riktning.

till att borja med v, = v, = 0 och att alla molekyler har precis en given fart |v,|. Antalet molekyler
som tréffar en area A under tiden dt ges av (se fig. 3a)

N
v
Faktorn 1/2 kommer av att halften dr pd véag bort fran vaggen (dvs. hilften av de som har farten |v, |
har hastigheten v, < 0), och N/V &r antalet partiklar per volymsenhet, som kallas partikeldensiteten
pp- Viantog vy, = v, = 0, men sa ldnge N &r stort dr det rimligt att anta att for varje molekyl som ror
sig ut ur cylindern innan den triffar tvarsnittsarean finns en molekyl utanfor cylindern som dker in
och tréaffar arean (se fig. 3b), s 4ven om vi inte antar v, = v, = 0 far vi &nda (1.6).

Den totala impulsen som védggen far under tiden dt ges av impulsen 2muv, for varje kollision
multiplicerat med antalet kollisioner, dvs

1
antal traffar = §Av$dt (1.6)

N

1
dp, = 2muy - QA%dtV

(1.7)

Fran Newtons andra lag har vi dp,/dt = mdv,/dt = ma, = F, sd ekvation (1.7) ger kraften pa

vaggen:
_dpy N 9
F, = i VmAvm (1.8)



Vi antog hittills att alla molekyler hade en och samma hastighet v, men vi vet fran diskussionen ovan
att vi borde rdkna ut medelvardet av hastigheten. Det makroskopiska trycket pd vdggen definierar
vi som medelkraften per ytenhet:

F, _ _
= — = —mv? = p,mvl. (1.9)

P AV

Den hir ekvationen kan hjilpa en hel del att forsta vad tryck dr, se nedan. Med hjalp av ekvation (1.5)
ovan kan vi skriva om (1.9) som en relation mellan de makroskopiska storheterna tryck, volym och
inre energi:

U= %PV : (1.10)

Fran kinetisk teori har vi hérlett en ekvation som relaterar produkten PV och inre energin U. Anvén-
der vinu ideala gaslagen PV = NkgT iekvation (1.10) far vi ett enkelt samband mellan inre energin
och temperaturen som géller f6r enkla monatomaéra gaser:

U = ;NkBT (1.11)

det vill sdga att medelvirdet av enskilda molekylers kinetiska energi dr helt bestimt av temperaturen:
— 3
E, = 51@ BT. (1.12)

Under de antaganden vi gjorde ovan kom vi fram till den viktiga slutsatsen att temperaturen T dr
ett mitt pd den genomsnittliga rorelseenergin hos molekylerna. Det &r alltsd den fysikaliska tolkningen
av temperatur pd molekylniva. Notera ocksd att temperaturen bara anger just medelvédrdet, med
andra ord kan vi med det hér synsittet inte definiera nagon temperatur alls for enskilda molekyler.
I motsats till energin dr temperaturen en statistisk storhet som &r riktigt meningsfull bara for en stor
mangd partiklar.

Trycket (1.9) ar proportionellt mot molekyl-energin, men ockséd proportionellt mot partikeltathe-
ten p,,. S& for en viss temperatur kan man fa ned trycket mot noll om man bara slapper ut partiklar,
dvs. tunnar ut gasen. Till sist blir det “vakuum”, dvs. forsumbart fa partiklar. En lite mer avancerad
aspekt av ovanstdende utrdkning som vi inte kommer att diskutera mer &r att alla molekyler faktiskt
inte har samma hastighet, sa att 6verford impuls faktiskt inte alltid &r precis medelvardet. Det bety-
der att trycket pd vdggen i princip varierar i tiden nér olika snabba molekyler traffar vaggen, men de
flesta métningar ar alldeles for langsamma for att mérka det.

Exempel 1.1 Berikna hastigheten hos molekyler i syrgas (O, approximera som ideal gas) vid rumstemperatur
T =293K.
Losning: Vi riknar forst ut medel-rorelseenergin per partikel:

_— 3 3 —23 —21

B = SkpT =3 -138-107% 2937 =6,07-107%' J.
Syre har 8 protoner + 8 neutroner = 16 kirnpartiklar per atom (lds av i Tabell 5-2 i Physics Handbook: atom-
numret dr antalet protoner och relativa atommassan dr ungefir totala antalet kiirnpartiklar). Varje kirnpartikel
viiger 1 u, diir atommassenheten w dr 1,66 - 10727 kg. Gasen ir Oz sd den har tvd syreatomer O per molekyl,
sd molekylmassan dr:

m=2-16-1,66-10"2"kg = 5,31-10" 20 kg .

Ett alternativt siitt ir att sld upp molmassan M i kursboken, konvertera till kg/mol och dela med N 4, det ger
ett ndgot ligre virde. Med ovanstdende viirde far man i alla fall

— 2B, 2-6,07-107*
V< = =
m 5,31 -10-26

m?/s? = 2,28 - 105 m?/s?
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vilket leder till

Upms = Vv2 = 478 m /s

ddr vi har anviint forkortningen “rms” som stdr for “root mean square” (“roten ur medelvirdet av kvadraten”).
Om man rikar veta att ljudhastigheten i luft vid rumstemperatur ir 343 m/s ir det inte sd dverraskande att
molekylerna mdste rora sig minst sd fort.3

Varfor mdste vi ritkna ut vems, kunde vi inte helt enkelt rikna ut medelvirdet av vektorn v och ta kvadraten
av det? Det skulle ha blivit noll, enligt (1.2).

1.3 Specifik virmekapacitet fran kinetisk teori

Vad har vi lart vi oss om inre energi? I kap.4 i kursboken ser man att de specifika varmekapaciteterna

iideal gas ges av:
ou du Oh dh
_ _ _(ohy _an 1.1
v <8T>V ar " <8T>P dT (1.13)

dar h = u + Pv. De beror bara pa T eftersom u = u(T’) for ideal gas, som i kap. 4 ar ett resultat av ett
av Joules experiment, som gjordes vid ldgt tryck. Det &r intressant att betrakta kvoten
=2t (1.14)
Ccy Ccy
(Cengel & Boles kap 4-4. Wikipedia betecknar ofta kvoten med + istéllet f6r £) som kommer att dyka
upp i ekvationerna for isentropa processer, t.ex. bilmotorn i kap. 9. Vi sag att Er = (3/2)kpT tidigare
hér i kompendiet, sd for U = N E}, har vi totala varmekapaciteten

aU 3
= _— =ZNEk 1.1
Cy o7 = 5Vks (1.15)

och moléra specifika varmekapaciteten ¢y far vi genom att dela med antalet mol n:

3Nk 3 3
278 CNukp = SR, (1.16)

= ~ 3 2

dér vi anvande N = nN4 och R,, = N4kp dr moldra gaskonstanten i J/(K-mol). For en ideal gas har
vicp = ¢y + R, (se Cengel & Boles kap 4-4) sa

5
cp =y + Ry = 5 Ry~ 208 J/(K-mol). (1.17)

Vi kan jamfora med fig. 4-24 dér cp ~ 20 J/(K-mol) for ddelgaser. For varmekapacitetskvoten far vi

[Nl

R,

k pu—
2 B

_ g ~ 1.667 (1.18)

som stammer bra for enkla monatomara gaser; experimentellt &r £ = 1.667 for helium och argon
vid rumstemperatur. For andra gaser &n monatoméra stimmer det mindre bra, t.ex. Oz och N, i luft,
som bdgge har k ~ 1.4 vid rumstemperatur. I sektion 1.6 nedan kommer vi att tilldta inre struktur
hos molekylerna, bade att en atom sjdlv har volym, och att atomer i en molekyl kan rora sig relativt
varandra inom molekylstrukturen.

3Man kan rikna ut forhillandet mellan de tva hastigheterna som +/k/3 ~ 0.69, dir k = cp/cv ~ 1,4 for luft (se
gratisboken feynmanlectures.caltech.edu/I_47.html om du dr intresserad).



1.4 Ekvipartitionsteoremet

Ett anvandbart resultat i klassisk statistisk termodynamik dr ekvipartitions-teoremet, som relaterar
individuella frihetsgraders medelenergi till systemets temperatur. Man kan observera att faktorn
3i Ey = 3NkpT kom fran att vi hade tre komponenter v,, vy, v., dvs. molekylerna kan réra sig
i ett tredimensionellt rum. Gér man om utrdkningen for en ideal gas som dr instdngd i ett smalt
linjeformat utrymme (en dimension) uppfyller den Ej, = $kpT, medan for en gas i ett vildigt platt
omrade (tvd dimensioner) giller £}, = kgT. Man kan dd nédstan gissa sig till f6ljande:
Ekvipartitionsteoremet: Om en frihetsgrad forekommer endast kvadratiskt i energin, och endast i en term,
sd dr medelviirdet av den termen %k BT.
Vibevisar deti kompendium 2. Med en “frihetsgrad” menas t.ex. z-koordinaten eller y-komponenten
av rorelsemangden for en partikel. For en partikel som pédverkas av en fjaderliknande kraft med
fjaderkonstanten « (t.ex. atomer i gitter i fasta @mnen, vi anvdnder grekiska “kappa” « for att inte
forvixla med kvoten k ovan) bidrar frihetsgraden = med termen 22 till den totala energin, vilken
dven den &r kvadratisk, och ekvipartitionsteoremet sdger da att medelvardet av fjaderenergin ar
%/{3:2 = %kz BT.
Begreppet frihetsgrad dr alltsd mer allmént dn bara ldge och rorelsemangd, och kan férutom fjader-
krafter t.ex. ocksa vara en rotationsvinkel 6 for en stel kropp.

1.5 Fasta dmnens varmekapacitet

Vi diskuterar fasta @mnen ratt lite pa den hér kursen, men nu kan vi gora en enkel utrdkning. Om vi
beskriver krafterna pd atomer frén gittret de sitter i som “fjiderkrafter” med potentiell energi rz?,
sa har vi tre rorelseenergitermer och tre potentiell-energi-termer for z, y och z. Enligt ekvipartitions-

teoremet bidrar varje 3k T, s totala energin per partikel for ett fast smne blir
— 1
E=6- §szT = 3kpT (1.19)

sd far vi med U = NE en konstant varmekapacitet som blir

Cy = gg = 3Nkp = 3nNakp = 3nR, (1.20)
ddr n dr antalet mol, sa den moldra varmekapaciteten ¢y = Cy/n = 3R, = 3-8,3]J/(K-mol) =
25 J/(K- mol), vilket dr en bra approximation féor manga fasta &mnen. Att det &dr sd dr en empirisk
observation fran 1819 som kallas Dulong-Petit-lagen. Den avviker fran experimentdata for laga tem-
peraturer. Vi diskuterar en lite battre modell (Einsteinmodellen) for fasta @mnen i kompendium 2,
men nu gdr vi tillbaka till fluider (gaser och vétskor).

1.6 Ytterligare frihetsgrader

En partikel med forsumbar storlek (punktformig) far approximativt noll energi fran att rotera eller
vibrera kring sitt masscentrum. Det &r intressant att studera hur bra den approximationen egentligen
ar, och det kommer att ge oss insikt i att varmekapacitet kan bero pa temperaturen ¢(7'). Hittills har
vi fokuserat pd monatomara gaser, som t.ex. argon, dd virmekapaciteten verkligen dr konstant. Men
manga gaser av intresse har tva atomer (diatomdra, som Hs, N2, O2) eller mer komplexa molekyler.
Da har varmekapaciteten tre termer:

C = C’trans + Crot + C’vib (121)

Hittills har vi fokuserat pa Ci;ans. Det visar sig att vibrationella frihetsgrader hos diatoméra molekyler
(oscillationer utefter molekylaxeln) inte kan beskrivas bra med klassisk fysik vid vanliga tempera-
turer, de kraver kvantfysik, men de ger ocksa forsumbara bidrag vid rumstemperatur. Rotationella
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FIGUR 4: “Frihetsgrader” for diatomér molekyl: translation, rotation, vibration

frihetsgrader kan man ddremot approximera ganska val med klassisk fysik, i synnerhet rotation i

planet utmed molekylaxeln. Det &r tva termer som forekommer kvadratiskt i energin,

1
2 2
EI‘Ot = 577@1’1}01 + 577221)02 .

Sé frén ekvipartitionsteoremet far vi
—_ 1
Bt =2 ikBT = kT

och med U = N (Ejyans + Erot) blir det

oU 3 5
= — =—-Nk Nkp = =Nk
Cvy 5T = 5 B+ Nkp 5 Vks

sa pd samma sétt som for monatomaéra gaser far vi kvoten

_ep _ 3Ru+Ru _ R, 7
Ccy gRu %

vilket dr en bra approximation t.ex. for luft. (Kolla att du kan hitta det i tabellerna i boken!)

cpo kJ/(kmol K) o000

60

50

Luft (mest N2) @©—O
h, OO

Adelgaser (He, Ar, Ne, ...) Q@

40

30

20

1000 2000 3000
Temperatur, K

FIGUR 5: Virmekapacitetens temperaturberoende och intern struktur. Fig. 4-24 i C & B.

(1.22)

(1.23)

(1.24)

(1.25)

Man kan gd vidare och studera molekylkollisioner i detalj, antar man t.ex. att endast tva partiklar
ar inblandade i varje enskild kollision leder oss detta till den s.k. Boltzmannekvationen som ligger
till grund for mer avancerad kinetisk teori. Men inte heller en sddan modell kan beskriva alla typer
av system som vi skulle kunna vara intresserade av. Det &r t.ex. svart att beskriva andra faser, som
vétskor och fasta &mnen, d&n mindre 6vergdngar mellan olika faser. Kombinationer av kinetisk teori
och de andra metoderna vi diskuterar nedan (ensembler, tillstdindssummor) behovs om man vill

forstd s manga aspekter av termodynamik som mojligt.

Problem

1.1 Kolla att du kan konvertera mellan de tre versionerna PV = nR,T, Pv = RT och PV = NkgT

av allmédnna gaslagen. Ridkna ut volymen av en mol ideal gas vid rumstemperatur.



1.2 Rédkna ut medelhastigheten hos syrgasmolekyler vid rumstemperatur genom att anvanda mol-
massan M.

1.3 Rékna ut inre energin U hos en mol argongas vid atmosfarstryck. Gor dimensionanalys.

1.4 Forsok hitta varden for ¢p for ddelgaserna med sa manga decimaler som mojligt (t.ex. pa Wiki-
pedia). Vad dr procentuella felet i ekvation (1.17) ovan? (Ta med fler decimaler pa gaskonstanten
R, &niexemplet.)

1.5 Betrakta en diatoméar molekyl som en hantel. I mekanik dr en “hantel” tvd punktmassor m;
och my som sitter ihop med en rigid stdng som sjdlv har forsumbar massa. Rorelseenergin ar
Erot = $myvi + $mov? dér hastigheterna ar i 6-led.

a) Visa att E,ot = %I w? dar w ar vinkelhastigheten och I = mir? 4+ mor3 dr troghetsmomentet,
och rj och ry dr avstanden fran punktmassorna till masscentrum.

b) Om beloppet av rorelsemangdsmomentet &r L = m71v1 + maravg, visa att Eyqy = L?/(21).
¢) Visa att molekylens troghetsmoment ges av [ = wr? dar g = myms/(m1 + mo) ar reducerade
massan och r = r| 4 r dr bindningslangden (”stangens” langd). Ledning: masscentrum ar

mi1Xi + moXso

my + ma
Satt origo i masscentrum, dvs. x = 0.
d) I kvantfysik géller att L bara kan anta stegvisa virden, dar det ligsta &r L2, = 2A% med
Plancks konstant i = h/(27). Rdkna ut Tyoy = FEyot/kp fOor minimivéardet Ly, for vateklorid
HCI. Sla upp r, m1 och ma.

1.6 Utifran ekvipartitionsteoremet, skissa ¢p nédr temperaturen borjar bli tillrackligt hog for att ro-
tationella frihetsgrader skall kunna bidra. Jamfor fig. 5 for argon och for luft.

2 Fran ideal till reell gas

Kapitel 12 handlar om hur man gér bortom ideal-gas-approximationen och kommer ndrmare reell
(riktig) gas. Kapitlet dr skrivet helt ur ett makroskopiskt perspektiv, det anviander sig inte av par-
tikelmodeller. I sektion 4.4 nedan kommer vi att koppla ihop det som stdr i det har avsnittet med
partikelmodellerna i forra avsnittet.

2.1 Nastan ideal gas: van der Waals gaslag

Vi kommer att arbeta med van der Waals gaslag
a
(P + 172> (v —b) = RT 2.1)

dér a och b &r experimentellt bestimda konstanter som diskuteras i boken, se t.ex. kap 3-8.4 For a = 0
och b = 0 reduceras van der Waals gaslag till allmdnna gaslagen. Den ér i ofta “battre” dn allménna
gaslagen, se fig. 6 nedan och exempel 3-13 i boken. Vi kan konvertera till total volym V' genom att
multiplicera med massan m, dar V' = mu:

V2

eftersom antal mol 4r n = m/M. Vi kan skriva om konstanterna “per partikel” istéllet for per kg:
a = (N%/M?)a, och b= (N4/M)b,, ddr M &r molmassan, da far vi mb = nM - (N4/M)b, = Nb,, dir
N ar totala antalet partiklar, och liknande for a. S& “per-partikel-versionen” av (2.1) ar

2 N N
P8 (v ) = m T = nR,T = S NaksT = NkgT (2.2)
M Na

N2
(P + VQ%) (V — Nb,) = NkpT . 2.3)

“Det kan vara virt att notera att a och b hir inte har nagot att gora med a och b i bokens Tabell A-2.
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Om partikeldensiteten dr ldg kan man gora en taylorutveckling av ekvation (2.3) i partikeldensiteten

T(e 0,5% 0,0%
600 | 5,0%: ; g
' vdw
max 1% fel
153%; .  IDEALGAS

; : Pv =RT
300| [ \49, max 1:% fel

v (m3/kg)

0.01 10

FIGUR 6: van der Waals gaslag &r en bra approximation i ideal-gas-regionen och den ljus-
grona (svagt skuggade) regionen markerad “vdW”. Det &r 18g densitet p = 1/v (kg/m?).

pp = N/V. Vivill alltsa linjarisera (2.3). Taylors formel for f(x) ger att

f(x) = f(0)+ f(0)x+... (2.4)

tex.e® =14+ 2+ ....Om 2 dr ndra noll dr alltsa e” ~ 1. Om t.ex. z = 0,01 sa har approximationen
e” ~ 1 ungefar 1% noggrannhet, eftersom vi féorsummar termen x i uttrycket e =1+ + .. .. Det &r
en uppgift nedan att visa att man genom taylorutveckling i densiteten far en approximation till van
der Waals gaslag:

a
PV ~ NkpT(1+ p, (bp - kBpT> ) (2.5)
—_——

korrektionsterm

Det blir uppenbart att (2.5) reducerar till allménna gaslagen PV = NkgT da densiteten p, — 0.
Frén (2.5) kan man alltsa uppskatta allmidnna gaslagens noggrannhet i procent vid viss densitet och
temperatur genom att rdkna ut “korrektionstermen”. Vi ser att korrektionen kommer att vara stor
vid lag temperatur och hog densitet, som vi véntar oss fran diagrammet i fig. 3-47 i boken. En annan
anvandbar form &r att 16sa ut volymen V:

NkgT  NZ?kgT a
Vv = b, — —L 2.6
7 ( P k:BT) (2.6)
NkBT ap
~ N - 2.7

dédr vi har anvant NkgT'/(PV') ~ 1 i korrektionstermen. Det kan verka vara fusk eftersom det ju var
van der Waals gaslag (vdW) vijobbade med, men i korrektionstermen kan man gora sd, dvs. om man
taylorutvecklar p, - NkgT'/(PV) i pp s blir skillnaden mellan p, - NkgT'/(PV') och p, - 1 av ordning
p2 som vi redan har antagit ér litet. Sidan iterativ taylorutveckling kallas “stérningsrakning”. Varfor
ar (2.7) enklare att anvdnda dn van der Waals gaslag (vdW) direkt? Om du forsoker 16sa ut volymen
fran vdW direkt ser du varfor: det ger en tredjegradsekvation for V, men héar har vi V' explicit.
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2.2 Entalpidindring och vdW

Vi kan hédrleda generaliserade ekvationer for t.ex. entalpidndring fran Maxwells relationer. Enligt
(12-36) i boken har vi

_ T 1 [P
Ah = / cPdT+/ <V—T<6V> >dP (2.8)
il n P 8T P
AEideal Aﬁextl'a

och Aheytra = 0 for ideal gas eftersom V' = NkgT /P sa (0V/0T)p = Nkp/P = V/T. Den forsta
termen Ahjgeq diskuteras i boken Exempel 4-7: man kan approximera den pa ett effektivt sdtt genom
att ta medelvérdet cp,,. Men funktionen cp(T') dr given for ganska stora temperaturintervall i tabell
A-2 sd man kan ocksé rakna ut Ahjqes direkt som i foljande exempel.

Exempel 2.1 (Tenta 2012-10-22) Ammoniak vid 10 °C virms till 110 °C. Vad dr dndringen i entalpi om man
betraktar det som en ideal gas?
Enligt tabell A-2 varierar virmekapaciteten med temperaturen som ett tredjegradspolynom i T med givna
konstanta koefficienter:
ep(T) = a+ bT + cT? + dT3 (2.9)

med
a=27.568, b=2563-10"% ¢=0.99072-107°, d= —6.6909-10"°  (for NH3)  (2.10)

(a,b i tabell A-2 har inget att gora med van der Waals-konstanterna a, b!) Till exempel dr ¢p = 35.5 J/mol-K
vid Th = 283 K, ¢p = 38.5 J/mol-K vid Ty = 383 K, si det varierar ganska ldngsamt, men dndd runt 8% som
inte dr riktigt forsumbart. Integrerar vi hela polynomet fir vi

— T2
Ahigeal = / cp(T)dT = [aT + 36T + LcT? + 1dT*383 = 3696 J/mol . (2.11)
T

I utrdkningen av Ahigeal OVan oroade vi oss inte for att cp skulle bero pad P utan vi behandlade det
som en envariabel-integral over T'. Lat oss ga vidare till den andra termen i (2.8), den “icke-ideala” bi-
ten Ahexira. Den ser ut som om den skulle kunna bero bade pd P och T, ochi flervariabelanalys méaste
vi bestimma integrationsvég. (Observera att det inte dr en dubbelintegral, utan tvd banintegraler.)
Den goda nyheten &r att eftersom h (liksom ) &r en tillstandsfunktion ar resultatet vagoberoende! Vi
kan integrera forst utefter en isobar, sedan utefter en isoterm, dvs vég B i f6ljande PT-diagram:

I

P

Om forsta tillstdndet dr i ett omrade av 1dgt tryck motiverar det att vi forsummade tryckberoendet
hos cp ovan. (Systematiskt kloka val av integrationsvagar diskuteras i mer detalj i kap. 12-6, men det
ar overkurs.) D4 terstar bara integralen 6ver P vid konstant 7"i (2.8).

Approximativa formen av vdW har vi ovan. Vi deriverar:

<8V> _ Nkg  Na
P

a7 D + [ (2.12)
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sa termen med b foll bort, och det extra bidraget till entalpidndringen vid tryckdndring utefter en
isoterm blir

oV NkgT Na
V-T(=— = V- — P 2.13
<8T>P P kT (2.13)
NkgT a NkgT Na
= N(b,— —2 |- -7 2.14
p < P kBT) P kpT (214)
2Na
= Nb, — L 2.1

Det ar viktigt att man inte kan anvédnda allmédnna gaslagen i forsta steget, da skulle man bara fa sista
termen i ekvation (2.13). Temperaturen hér &r alltsd sluttemperaturen 75. (Jamfor integrationsvagen
i figuren.)

Exempel 2.2 (Tenta 2012-10-22). Ammoniak vid 10 °C och 2,9 bar gdr in i en kompressor och kommer ut
med 110 °C och 20 bar. Rikna ut icke-ideala bidraget till entalpin frin vdW med @ = 0,422 mS-Pa/mol?,
b = 37,1 - 1075 m3/mol (se Physics Handbook eller Wikipedia, “van der Waals constants”).

For ammoniak fdr vi per mol:

. 1 [ oV 2N aay
Ahextra = n/P (V—T<W>P> dP = <NAbp— T >AP (2.16)
2
= <b RUT) AP (2.17)

eftersom R,, = N sk. Med viirden ovan ger det
Ahexira = —390 J/mol (2.18)

vilket iir drygt en 10% korrektion till Ahiqeas = 3696 J/mol. I mdnga tillimpningar blir det mindre. Hir dr
det stort tryckintervall man vill komprimera dver sd integrationsviigen AP blir ganska ling. (Notera: att bara
plugga in sista uttrycket (2.17) ger noll poiing pd tentan, se till att du kan visa (2.13) till (2.15).)

Uppgifter

2.1 Testa att du kan rakna ut felprocenten i figur 1 for vattenanga, for punkterna dér det star 49,5%,
153%. Ar det svart att lasa av, jamfér med motsvarande figur 3-46 (upplaga 9) i boken dér
|Vratt — Vtel | / Urate- (Man kan d@ven definiera felprocent som |vyatt — vtel |/ vtel - Testa att de ger ungefar
samma for sma fel, och bara da r sjdlva siffran viktig, 100% eller 120% fel ar “grovt fel”.)

2.2 Rékna igenom Exempel 3-13, deluppgift a och b i boken, for kvdve. Jamfor med ekvation (2.5).

2.3 Gor om utrdkningen i exempel 2.1 for vattenanga. Kan du ta samma temperaturintervall eller
vore det mer meningsfullt att ta 100-200 grader C?

2.4 (Tenta 2014-10-28) a) Rdkna ut cp for vattendnga fran tabell vid 4 MPa och 400 °C. Hur manga
procent skiljer fran cp = 2,066 kJ/ (kg K) som géller vid lagt tryck vid samma temperatur? b)
Anvind van der Waals gaslag och ekvationen for cp — cpg for reell gas for att rdkna ut den
procentuella skillnaden fran cp = 2,066 kJ/ (kg K) teoretiskt, om du far anta a = 1700 N m*/ kg2
samt b ~ 0. Du kan behéva anvinda att (1 4 2)%/? ~ 1 4 2/2 fér sma .

2.5* Bevisa (2.5) fran (2.3) i fallet d& a,, = 0 genom att bryta ut V' och taylorutveckla i partikeldensi-
teten p, = N/V.
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2.6 Visa att ekvation (2.7) per kg &dr (V = mv, R = R,/M dar M &r molmassan):

- 5 o)

och anvind det for att skissa kurvan i T'v-planet da felet dr 1%.

2.7 Multiplicera ekvationen i uppgift 2.6 med ndgot sa du far en ekvation pa formen “Z = 1+
nagonting”, dar kompressibilitetsfaktorn Z = Pv/(RT). Jamfor med figur i kap.3 i boken.

3 Entropi

3.1 Definitioner

Det som kallas ett tillstind i boken kommer vi nu att mer precist kalla ett makrotillstind. Med det
menar vi viarden pa en eller flera termodynamiska egenskaper, t.ex. specificerar vi U, V, och N for
ett isolerat system, eller 7', V, N for ett slutet system i termisk jamvikt med ett annat system. (Sade
inte tillstdndspostulatet att vi bara behover ange tva egenskaper? I boken anviander forfattarna oftast
specifika och inte totala storheter, da racker det med tva egenskaper, t.ex. bara u och v. Vi rdknar med
totala storheter hdr, dd maste vi ocksd ha med antalet partiklar V. )

Med ett mikrotillstdnd menar vi varden pa alla mikroskopiska storheter som specifierar systemets
tillstand tillrackligt noggrant. For en gas av “klassiska” partiklar (dvs. om man kan approximera
bort effekter fran kvantfysik) maste vi ange varje partikels lage och rorelsemédngd. Ett mycket an-
véandbart ord dr nu en ensemble, som i “teaterensemble”. Med en ensemble menar vi mingden av alla
mikrotillstind som dr mojliga givet ett visst makrotillstind.

Det finns ett antal standardensembler i statistisk fysik, svarande mot olika makroskopiska situa-
tioner. Den vanligaste dr den kanoniska ensemblen (fixt T', V', IV, se avsnitt 4.1), fran grekiskans kanon
(“rattesnore”, “regel”). En annan vanliga dr den mikrokanoniska ensemblen (fix £/, V, N, se avsnitt 3.5).
En tredje ar den stora kanoniska ensemblen (fix T', V, och fix “kemisk potential” som betecknas 1), som
vi gar igenom i kompendium 2.

3.2 Den termodynamiska grinsen

Vi kan bestimma makroskopiska egenskaper genom att ta medelvardet av storheter 6ver alla mikro-
tillstand som &r forenliga med makrotillstandet. Det handlar alltsd om att rdkna tillstdnd i mikro-
vérlden givet ett visst “tvang” fran makrovéarlden. Jamfor med “tvang” i mekanik, for ett system av
vikter som hidnger pd rep 6ver nagra trissor dr tvanget t.ex. att replangden ar konstant, och sa far vik-
terna ritta sig efter det, medan héir kan det vara att energin &dr konstant, och sé far systemet fordela
energin mellan partiklarna utifran det.

Vi kan forvénta oss att f4 den klassiska termodynamiken fran statistisk termodynamik om vi be-
traktar system med ménga partiklar, alltsd stort N, medan V" ocksa &r stort (med mikroskopiska matt
matt) sa att partikeldensiteten N/V kan betraktas som konstant. Det kallas den termodynamiska grin-
sen. Eftersom vi erfarenhetsmassigt sallan marker nagon statistisk fluktuation i tryck och temperatur
maste sannolikhetsfordelningarna for P och T tydligen ha liten relativ bredd som man séger i statistik
(och definieras i detalj i kompendium 2), som ndr man har méanga tdrningar eller manga slantar att
singla sa ar det valdigt osannolikt att hamna langt ifran medelvardet. Exempel: om alla molekyler i
en gas i ett kdrl rakar vara pa vag bort fran kidrlets hogra vagg vid en viss tidpunkt skulle absoluta
trycket mot den véggen tillfilligt verka vara noll (vakuum). Men det &r som att singla slant och fa
klave for varenda en av molekylerna; i praktiken kommer bara runt hélften att vara pa vég bort.

3.3 Ledtradar vad entropi dr

Forst enhetsanalys. Specifik entropi s méts i J/(kg- K), s total entropi S mits i joule per kelvingrad,
J/K. Boltzmanns konstant kg dr ocksa given i J/K. S& om man delar entropin S med Boltzmanns
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konstant kp sd far man tydligen ndgot — dimensionlost? En typisk “dimensionslos enhet” dr stycken,
som om man sdger “3 stycken dpplen”. S entropin riknar ndgon egenskap hos gasen. Det mest
uppenbara man kan rdkna i en gas dr hur manga partiklar som ar i gasen, men det visar sig att det
skulle ge alldeles for lite entropi.

Naésta ledtrad vad entropi &r kommer frdn Cengel & Boles ekvation (7-33), entropidndringen hos
ideal gas som en funktion av temperatur och volym:

SS9 — 81 = Cv(ln Ty — lnTl) + R(ln Vo —1In Vi) (31)
fran vilket det ar lockande att skriva en tillstdindsfunktion for entropi:
s=cyInT+ RlnV (3.2)

och per mol blir det foér en monatomaér gas med ¢y = %Ru = %N Akp (ekvation (1.16)):

3
_:EVlnT—i—Ruan:§NAkBIHT—|—NAkBan. (3.3)
Per partikel har vi entropin
6= = = S hpnT 4 kpInV = kg (T2 V) . (3.4)
Ny 2

Det som star i parentes visar sig vara proportionellt mot antalet mikrotillstind hos systemet. For att
forstd kopplingen mellan antalet tillstdind och entropi behover vi repetera lite sannolikhetsldra fran
gymnasiematematik®, med lite extra terminologi. Mer detaljer kommer pa kursen “Stokastiska me-
toder” for er som gar den.

3.4 Sannolikhetsfordelningar

I sannolikhetsldra betraktar man en process med olika mojliga utfall, exempelvis processen kasta en
tarning med de mojliga utfallen (J, (3, (3, €3, & och (3, eller processen singla slant med mojliga utfall
“krona” och “klave”. Ett utférande av processen kallas ett forsok.

Exempel 3.1 Betrakta processen “kast med tvd tdrningar”. Finn sannolikheten p(n) for att fi summan n.

Det finns 62 = 36 mdjliga kombinationer av utfallen av tod sexsidiga tirningar. For utfallet (3, () finns
det bara en kombination med summan n = 2, och den har sannolikhet p(2) = %. Om tidrningarna visar olika,
som ((3,09), har vi dven (3,() som ger samma summa, si vi fir totalt p(3) = 5= + 3= = =. (Det iir lika med
L, men det visar sig vara enklare att ha kvar ett oforkortat brik .)

Sedan dr det bara att gi igenom alla mojliga summor med tvd tirningar, dovs. frin 2 upp till 12. For n = 4
har vi tvd mojliga utfall, niimligen (3, &) = (&3,0), samt (£3,), si di blir resultatet p(4) = 2 + 55 = .
Och sd vidare. Sannolikhetsfordelningen blir:

(n=2|n=3|n=4|n=5|n=6|n=7|n=8|n=9|n=10|n=11|n=12
p(n) | 1/36 | 2/36 | 3/36 | 4/36 | 5/36 | 6/36 | 5/36 | 4/36 | 3/36 | 2/36 | 1/36
Om vi ritar upp p(n) som funktion av n fir vi figur 7.
Om vi kan skilja de tvd tirningarna dt (t.ex. en dr gul och en dr bld), och vi inte bara hiller reda pd summan
utan pd vad varje tirning visar, si t.ex. ((, &) # (3,0), sd dr sannolikheten & - & = 5= for vart och ett av de
36 distinkta utfallen. Fordelningen skulle vara ett horisontellt streck vid 5. Som med mycket annat beror det
pd hur man formulerar frigan vad svaret ir.

5 Négra studenter brukar vara 6vertygade att de aldrig haft sannolikhetsldra pa gymnasiet. Det ingar f.n. i Matematik
1c, 2b och 2¢, som alla &r behorighetsgivande for den hér kursen. (Det dr mer sannolikhetsldra i Matematik 5, men den ar
mer avancerad dn det vi behover hir.) Daremot kan du ju ha glomt bort det! Vi repeterar de nodvandiga koncepten har.
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FIGUR 7: Sannolikhetsfordelningen p(n) for summan n av tva tarningar.

Om vi har N mojliga utfall X; (i exemplet ovan ar tex. Nyoy = 11, X3 =2, Xy =3, ...) far vi
medelvirdet X s har:

Niot
X = Xip(i) = Xip(1) + X2p(2) + . . + XNy D(Niot) (3.5)
=1

givet sannolikhetsfordelningen p(i). Om p(i) = 1/Niot, dvs. alla utfall lika sannolika, far man en form
av medelvarde som du kanske dr mer van vid:

YL X X+ Xo+ .+ X

X
Ntot Ntot

(bara om p(i) samma for alla utfall 7)

I exemplet med tva tdrningar ovan sa ar alla utfall f6r summan inte lika sannolika. D4 kan man inte
anvanda den hér ekvationen utan man maste anvanda ekvation (3.5) ovan.

Om en ldrare raknar ut medelvérdet pa ett tentaresultat gor man det efter tentan. Da dr medelvér-
det ett experimentellt (statistiskt) medelvarde. Det vi diskuterar har &r ett teoretiskt (sannolikhetsmas-
sigt) medelvidrde, dér vi istéllet siger ndgot om hur vi forvintar oss utfallet kommer att bli om man
gor tillrackligt manga forsok. (Man kallar dérfor ibland (3.5) “véntevarde” istéllet. Vi kommer inte
att skilja pa medelvirde och véantevarde har.)

Exempel 3.2 Lit p(n) vara fordelningen frin exempel 3.1. Medelvirdet av summan n blir

12
1 2 3 4 5 6
n= =24+12) - +B+11)z+@+10) =+ OB+9) 5+ (6+8) s+ 752 =7
n HZan(n) (2+12)55+ B+ 1) ge + (4 +10)5c + (5+9) o + (6 +8) 55 + 752 =T,

dvs medelvirdet av n ir 7, ndgot vi hade kunnat gissa oss till eftersom grafen ovan ir centrerad och symmetrisk
kring 7. Notera att om grafen inte hade varit symmetrisk, sd hade inte heller medelvirdet behovt vara i mitten.

Det hiir teoretiska medelvirdet dr exakt 7. Om man kastar tidrningsparet minga gdnger fir man aldrig
exakt 7 i experimentellt medelvirde, utan t.ex. 6,7 eller 7,3. Det experimentellt uppmiitta medelvirdet nirmar
sig 7 ju fler forsok man gor.

Vad har nu sannolikhetsldra att gora med ideal gas? Volymen V" av ett kérl anger pa ndgot satt
antalet mojliga “kombinationer av lagen” i z, y och z-led, givet ndgon given cell-indelning (se fig. 9).
P& samma sétt anger v - v - v = v® hur manga “kombinationer av hastigheter” som finns i tre dimen-
sioner, om vi infor ndgot minsta hastighets-intervall. Men i exempel 1.1 sdg vi att v? « T i en ideal
gas, s v® o« T%/2 anger hur manga kombinationer av hastigheter som finns vid viss temperatur. S&
produkten T%/2V anger antalet mikrotillstind hos en partikel med hastighetsvektor v och lagesvek-
tor x. Entropin for ideal gas &r tydligen Boltzmanns konstant ganger logaritmen av antalet tillstand.
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FIGUR 8: Sannolikhetsfordelningen fér summan for tva, tre och fyra tarningar. (Hur ser
kurvan ut for en tiarning?). Kan du se att bredden 6kar och relativa bredden minskar?
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FIGUR 9: Antalet mojliga lagen for en partikel ett kdrl med volym V &r proportionellt mot
V. Proportionalitetskonstanten dr obestdmd i klassisk fysik eftersom volymen hos en cell
ar fritt valbar, men man kan atminstone rdkna ut hur antalet ldgen dndras med V.

3.5 Mikrokanonisk ensemble (£, V, N konstant)

Den mikrokanoniska ensemblen dr mangden av alla mikrotillstind som systemet kan hamna i givet
ett konstant varde for £ (inre/totala energin), for V' och for V. Att den totala energin &r given och
konstant motsvarar vad vi makroskopiskt har kallat ett isolerat system. (I det hiar sammanhanget
brukar man anvinda E for totala energin hos partiklarna, men i ett isolerat system &r det samma sak
som den inre energin U'.)

Vi gor nu det viktiga antagandet att alla mikrotillstdind i den mikrokanoniska ensemblen ér lika
sannolika.® Infor beteckningen 2 fér antalet mikrotillstdnd i ensemblen. (Tank efter s& du inte blandar
ihop N, som dr antalet partiklar, med €2, som rdknar hur manga tillstand partiklarna kan vara i, ofta
ar (1 > N.) Vart antagande att alla tillstdnd dr lika sannolika betyder att sannolikheten p; att vara i

just mikrotillstand 7 ar
1 1

- antal mikrotillstdand i ensemblen - Q

i (3.6)

Entropi i den mikrokanoniska ensemblen

Frén ledtraden i sektion 3.3 ovan kan man for diskreta tillstdnd gissa att man far entropin fran antalet
mikrotillstdnd ett system kan vara i for ett och samma makrotillstand.

-

som alltsd inte bara skall gélla for ideal gas utan i allmadnhet. Frdn var diskussion av tarningskast vet
vi att att om vi specificerar tirningssumman (motsvarar makrotillstdndet , t.ex. totala inre energin U)
sa kan det finnas olika tarningsutfall som ger just den summan (motsvarar €2, som alltsa dr olika for

®Motiveringen for antagandet &r for avancerat for den har kursen. Om du ér intresserad sa kommer det fran nagot
som kallas den ergodiska hypotesen, som sager att om sjdlva métningen gors under tillrdckligt lang tid — ndgon sekund kan
récka — sé hinner det mikroskopiska systemet utforska alla mojliga mikrotillstdnd och spenderar i genomsnitt lika lang
tid i varje tillstand. Vi behandlar inte tidsutveckling i detalj pa den hér kursen.
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olika givna viarden pd U). Om alla mikrotillstdnd &r lika sannolika och det &r 2 stycken av totalt (¢
som ger ett visst makrotillstand, sd ar sannolikheten for det makrotillstandet p = ©/€Q40t. S& man kan
ocksa skriva

S =kplnp (pluskonstant) . (3.8)

Att S dr proportionellt mot In p postulerades forst av Boltzmann 1877 och det star pa hans gravsten i
Wien (fast med W for Wahrscheinlichkeit istallet for p for probability), men proportionalitetsfaktorn kp
som bar hans namn inférdes senare, av Max Planck ar 1900.

Entropin ar alltsa relaterad till antalet mojliga mikrotillstdnd hos ett system, t.ex. pa hur manga
sdtt totala energin kan fordelas pa systemets partiklar. Ibland hér man en beskrivning av entropi
som “oordning”. Det ligger ndgot i det, men entropi dr inte dr relaterat till makroskopisk oordning,
sa det kan leda tankarna at fel hall. Ett glas krossad is ser mer “oordnat” ut dn ett glas rent vatten,
men vattnet har hogre entropi for det finns fler mikrotillstdind som vattenmolekylerna kan vara i.
En bittre beskrivning &r att entropi dr “okunskap om mikrotillstdnd givet ett makrotillstand”. Finns
bara ett mikrotillstdnd for det makrotillstdndet dr entropin noll (In 1 = 0), f6r dd har vi total kunskap
om mikrotillstindet. Det d&r som nér vi specificerar att summan av tva tarningar ar 2, da vet vi att
bagge tarningarna visade ett (noll entropi). Medan om vi specificerar att summan &r 7 finns det flera
olika kombinationer (mikrotillstind) som kan ha givit den summan: 2+5, 1+6, osv. Det makrotillstand
som har flest kombinationer har hogst sannolikhet att intrédffa. Vi skall titta pa nagra exempel som
forhoppningsvis gor det ndgot mer konkret.

En egenskap hos entropin i klassisk termodynamik &r att den dr extensiv. Vi kan visa att den
statistiska definitionen av S ocksa dr extensiv. For att undersoka detta betraktar vi ett isolerat system
som bestar av tva isolerade delsystem, A och B, i tillstdnden E 4, V4, N4, resp. Eg, Vp, Np. For hela
systemet har vi da:

Q= Q(FEa,Va,Na) - QEp, Vg, Np) = QaQ5B,

och entropin for hela systemet uppfyller darfor
S=klnQ=klnQa0p =kInQ4 +klnQp =54+ Sp.

Tilldter man varmeledning (se fig. 10) kan man bara visa att entropin dr extensiv i den termodyna-
miska gransen (se bredvidlasningen Gould & Tobochnik om du vill se ett bevis av det pastaendet).

FIGUR 10: Tva delsystem som utbyter virme (energi). E,, kan fluktuera (dndras i tiden).

Exempel 3.3 Vi gir tillbaka till en typisk uppgift i entropikapitlet (Kap.7) i kursboken, t.ex. ex 7-5, dnga som
expanderar i turbin. Dir dr entropin i ursprungstillstindet ungefir s = 7 kJ/(kg-K). Om det ir 50 kg dnga,
rikna ut ungefir hur mdnga tillstind gaspartiklarna har.

Losning: Det var givet specifik entropi s, sd for total entropi fir vi

S =ms = (50kg) - 7kJ/(kg - K) = 350kJ /K = 3,5 - 10° J/K . (3.9)

Boltzmanns formel for totala entropin dr S = kg In Q. Man kan skriva om det som e5/%5 = Q. (Jamfor relativt
tryck P, i ekvation (7-49)!).
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Vi har alltsi
S 35-10°J/K

— = = 3-10% (dimensionslost) = Q= ¢¥10" 3.10

ks 1,38 103 J/K ( ) c (3.10)

Om man vill konvertera till tiopotens skriver man 10* = e¥ och tar tiologaritmen, sd v = log;ye¥ =
ylog,oe = 0,4343y. Vi fir

() = 310%° _ 1(04343:3-10%  1()10% (3.11)

ett ofattbart stort tal! Avogadros tal ir pyttelitet i jamforelse, for 2 dr mer dn 10 upphdjt till Avogadros tal.

Vi kommer att jobba med modellsystem som har médnga férre tillstdind &n vattendngan i den hir
turbinen. Men det dr bra att redan nu halla i dtanke att antalet tillstdnd hos ett makroskopiskt system
ar exponentiellt storre dn antalet partiklar i systemet.

Exempel pa mikrokanoniska ensemblen

Betrakta ett system av N icke-vixelverkande (fria) partiklar med total energi E£. Lat oss infora ett
energi-intervall Ey, dvs. partiklarna kan bara ha de stegvisa energierna 0, Ey, 2Ey, 3E)p, . . .. Det kan
lata konstigt att ingen energi ddaremellan &r tilldten, men Ey kan vara mycket liten i SI-enheter, sa att
tillstdnden ligger lika tatt som var midtnoggrannhet.” D4 motsvarar total energi E att viharn = E/E,
“energibitar” att fordela till partiklarna i systemet.

Om véra N partiklar gdr att skilja at dr antalet mikrotillstdnd for n energibitar

_ (n+ N —1)!

nl(N —1)! (3.12)

dar “!” ar “fakultet”, tex. 4! = 4.3 .2 .1 = 24. Vi bevisar den hir formeln i appendix A.3, men du
behover inte kunna beviset. Kolla genast att du hittar fakultet pa minirdknaren!

Exempel 3.4 Gor en tabell over alla tillstind for N = 3 partiklar och total energi n = 2.

Losning: Vi kallar de tre partiklarna rod, gron och bld for att komma ihdg att de dr dtskiljbara. Det dr tvd
energibitar (n = 2) att dela ut till de tre partiklarna. Forsta mojligheten dr att “rod” har bigge energibitarna,
andra att “gron” har bigge, osv. Tabellen blir

rod ||2]10(0|1]0]1
grom||0]2(0[1]1|0 (3.13)
bla |0[0|2]0]1]1

Det finns alltsd 6 tillstind, som tillsammans utgor den mikrokanoniska ensemblen (“uppsittningen”) av

mikrotillstand. Nu jamfor vi det med ovanstdende formel for antalet tillstind:

2+3-1)! 4 24
21,21 21.21 2.2

Q= 6. (3.14)

Det stimmer bra. I exempel med mdnga fler partiklar dr det forstds opraktiskt att gora en tabell dver varenda
tillstdnd, sd dd dr formeln bist.

Dela nu upp det isolerade systemet i tva delsystem A och B som var for sig har konstant volym
och antal partiklar, men far utbyta energi. Frdn dU = T'dS och for isolerat totalt system U = E &r

temperaturen
1 N

"I kvantfysik kan man vilja grundenergin Eo som den minsta energiskillnad som naturen tillater och far da en “absolut”
entropi. Men kvantfysik behovs inte hir; det racker for vara dandamal att bara vélja nagon tillrackligt liten energiskillnad.
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Forst stoppar viin S = klnQ och E = nEj och far

Lo _ (81119) (3.16)
V,N

KT\ on
Vi approximerar sedan derivatan med dndringskvoten fran n — 1 till n + 1:

OlnQ AlnQ mWQn+1)—-InQ(n —1)
on An 2 (3-17)
eftersom An = 2 ndr vi gar frdn n — 1 till n + 1. S& vi far dimensionslosa temperaturen for ett

mikrosystem som

L

kT - 2
Ey  InQui—InQ, 4
Eftersom Ej &r fixt for ett givet system kan man betrakta det hdr som ett dimensionslost matt pa

temperaturen dar man inte behover ange vad Ey ar. (Jamfor “reducerad” temperatur T, som ocksa
ar dimensionslos.) Temperaturen dr alltid positiv, om man raknar med An > 0.

T = (3.18)

Exempel 3.5 Gor en tabell dver alla tillstind for total energi Eiot = Ea+ Ep = 10Egoch Ny =3, Np =4
enligt (3.12), och fyll i temperaturen enligt ekvation (3.18). Ett “tillstdnd” hiir kan specificeras med enbart t.ex.
na, eftersom totala energin dr bevarad, ng = 10 — n 4. Ett kryss betyder helt enkelt att formeln (3.18) inte
fungerar for att det inte finns ndgot tillstind antingen ovanfor eller under i tabellen.

nAa | Qal Ta |ng| Q| T || Q= Q4 Qg | mest sannolikt
10 | 66 X 0 1 X 66
9 | 55 (522 | 1 4 |0.87 220
8 | 45 | 4.72 2 10 | 1.24 450
7 | 36 | 4.20 3 | 20 | 1.60 720
6 | 28 | 3.71 4 | 35 | 1.94 980
5 | 21| 3.20 5 | 56 | 2.28 1176 (3.19)
4 |15 [|2.70| 6 | 84 | 2.60 1260 <— det hiir!
3 | 10 | 2.18 7 1120 | 2.96 1200
2| 6 |1.66| 8 [165| 3.30 990
1 3 | 1.11 9 | 220 | 3.64 660
0] 1 X 10 | 286 | x 286
8008
Exempel: ny = 10, Ny = 3, sd
(10+3-1)! 12! 12-11-10-9--- 12-11
0) = 5o = qora - 0992 2 % (3:20)

(Man kan ocksd bara sld det pd miniriknaren.) Pd samma sitt fir vi Q4(8) = 45. For na = 9 har vi alltsd
dimensionslosa temperaturen

R 2 2
Tx(9) =~ = —
A0) InQ4(10) —InQ4(8)  In66—In4d5

5,22 (3.21)

Jamviktstillstandet dr det mest sannolika, som dr markerat med en pil i tabellen (p = 1260/8008 = 16%).
Vi ser att temperaturen for de tod delsystemen dr ungefir lika for jamuviktstillstindet. Om vi tar ett tillstand
som tydligen inte dr i jimuikt, t.ex. E4 = 2Ey (na = 2), ser vi att lutningen av entropin AlnQ4/An
(inversa temperaturen) dr 1/1,66 = 0,60, medan AlnQp/An dr 1/3,30 =0,30. Sd om energi fors frin B till A i
det tillstdndet, fir A storre entropitillskott iin B:s entropiforlust, dvs. totala entropin dkar, som den skall. Vi ser
att systemet drivs mot jamvikt, dd temperaturerna dr lika (eller approximativt lika). Jamfor girna detta med
uppgift 12-40 i Cengel & Boles, dir du visade att Sy + Sp dr maximal nir Ty = Tp.
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Pmax

na
FIGUR 11: Prickarna &r logaritmerna av 24, {25, §2 i exempel 3.5, och de streckade linjerna
dr Stirlings approximation. Kan du ldsa av grafiskt att temperaturena dr ungefar lika i det
mest sannolika tillstdndet?

Med den hir typen av modellsystem kan man ganska direkt rdkna ut sannolikheter i den mikro-
kanoniska ensemblen, dar ju alla tillstand 4r lika sannolika. Det blir snabbt véldigt stora tal, for ett
makroskopiskt system har ofta ofattbart manga mikroskopiska tillstind, som man ser i nédsta exem-
pel. D& behover man Stirlings approximation. Den later oss uppskatta logaritmen av N-fakultet for
stora V:

InN!'~ NInN - N (N>1) (3.22)

eller ekvivalent N! ~ NVe™%, se appendix A.4 for lite mer diskussion av detta. For Q ovan far vi
_(n+N—-1)! (n4N)"tN
T al(N-1)! T anNN

Notera att den hdr approximativa formeln inte fungerar sa bra i exemplet ovan, dér NV inte 4r mycket
storre dn ett. Har tillaimpar vi (3.23) i ett konkret exempel.

(N>1). (3.23)

Exempel 3.6 (Tenta 2012-10) Du sitter i ett rum med en kopp kaffe vid rumstemperatur. Betrakta koppen och
resten av rummet tillsammans som ett isolerat modellsystem, dir koppen och rummet kan utbyta virme (dvs.
energi). Antag for enkelhets skull att det dr 10 dtskiljbara partiklar i kaffet, 1000 dtskiljbara partiklar i rummet,
och total energi 100 Ey, som distribueras i bitar av Ey till partiklarna. a) Vad dr sannolikheten att all energi
i systemet skall befinna sig i koppen? b) Om du kiinner efter i kaffet (miiter energin) en ging per sekund, hur
linge mdste du hdlla pd for att en gdng uppleva att all energi hamnar i koppen?
Losning: a) Totala antalet tillstand dr

Qtot = Qkaffe ' Qrum (324)

och all energi i kaffet betyder nyage = 100:
(100 +10—1)! 109!
100!(10 — 1)! 100! - 9!

medan rummet inte fdr nigon energi: nyym = 0, Nyum = 1000, s Quum = 1. For att veta sannolikheten
behdver vi ocksd totala antalet mojliga tillstind (dvs. for alla mdjliga virden pd niage), sd vi distribuerar alla
n = 100 energibitarna pd alla N = 1000 4 10 = 1010 partiklarna:

(100 +1010 —1)! 1109
100!(1010 — 1)! 100! - 1009!

Men knappast nigon miniriknare klarar att rikna ut sd hir stora fakulteter! Vi anvinder istillet Stirlings
approximation:

Q(nkare = 100, Niage = 10) = ~4-1012 (3.25)

Qtot == (326)

(100 4 1010)100+1010
1001001101010

Qiot ~ =9-10"°  (exakt skulle ha givit: 3 - 1014%) (3.27)
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och sannolikheten att all energi ligger i kaffet ir alltsd

Q(niage = 100) 102
Qiot ~ 10145

p(Nage = 100) = =1071%3 (3.28)
ett ofattbart litet tal. Det dr trots att vi bara hade 1000 partiklar i rummet, egentligen borde det ju vara over
104 partiklar.

b) Ungefiir 1033 sekunder. Universums dlder dr 14 miljarder dr = 4 -10'7 s, s& man miste hdlla pd 10116
ginger universums dlder. Termodynamikens andra huvudsats giller till sd bra approximation att vi knappast
behover kalla det approximation.’

Den hér typen av modell kallas ibland Einsteins fasta idmne (eng. Einstein solid), eftersom Einstein be-
traktade liknande modeller for fasta &mnen, dér partiklarna inte har ndgon (translationell) hastighet
utan sitter fast i s.k. gitter. Vi kommer att dterkomma lite till fasta &mnen senare, men hér betrak-
tade vi modellen som den enklaste mégjliga modellen ddr man kan illustrera den mikrokanoniska
ensemblen, innan vi nu kommer till ideal gas.

Ideal gas i den mikrokanoniska ensemblen

Vi hade i ekvation (3.4) att entropin per partikel &r

s

3
Sp = =ZkpnT+kplnV = kpln(T%?.V) . (3.29)
Ny 2
S& om vi far lagga ihop entropin for N partiklar oberoende av varandra sd far vi
S = Ns, = NkpIn(T%?.V) (3.30)
Om vi anvdnder den fundamentala termodynamiska relationen med dU = 0 far vi T'dS = PdV,
p_(0s\ _(0s
T \oV/)yun \OV/)py

eftersom vivetatt U oc T for ideal gas, sd maste U hallas konstant sd maste 7" hdllas konstant. Stoppar
viin (3.30) far vi (In V) /0V = 1/V, sa

sa

P Nkg

7T PV = NkgT. (3.31)

Det hir var inte en “hérledning”, eftersom (3.4) kom frdn antagandet om ideal gas, det var snarare
en kontrollrdkning att saker och ting verkar passa ihop.

Det ar viktigt att komma ihdg att vi har anviant flera approximationer, bland annat att partiklarna
ar fria (inte paverkas av krafter fran andra partiklar), sa vi kan inte vinta oss att ekvation (3.30) kan
anvandas i annat dn just ideala gaser.

Exempel 3.7 Vad ger formel (3.30) for entropiokningen av en kilomol argongas nir man hettar den frin 100
K till 273 K vid konstant atmosfirstryck? Jamfor fig. 12.
Losning: Med N = 1000N 4 (en kilomol) fir vi entropiskillnaden

T
AS_1mmNmBmu?2wa—wmmNmBmaﬁ?vn_;-mmyRun<;> (3.32)
1

SEor dig som gillar fragor som huruvida det verkligen kommer att handa eller inte, se Satsen om odndligt manga apor
i matematisk statistik, som omnamns i varje bra termodynamikbok. Fér oss &r noll oftast en god approximation av 10",
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FIGUR 12: Entropi for argon. Prickarna dr data frdn Energildra (Beckman et al), forutom
den vid noll och de tva i mitten pa gasform som &r interpolerade. Den heldragna kurvan
ar ekvation (3.30). Zoomar man in ser man att den korsar T-axeln vid T' = 0,2 K.

dir vi anvinde V.= NkgT /P, och P; = P,. (Kom ihdg att In(c - x2) — In(c- x1) = In gfﬁ =In %, samt
InaP = p - Inx.) Med siffrorna T = 100 K, Ty = 273 K blir det

AS = g -1000 - 8,31 - In (%3) J/K =21 kJ/K. (3.33)

Det stimmer med figuren. Notera att AS inte beror pd vid vilken referenspunkt man satt S = 0.

Med kvantfysik kan man rdkna ut en “absolut” entropi, ungefdr som absolut temperatur (Kelvin),
det diskuterar vi i kompendium 2.

Uppgifter
3.1 Hur stor dr sannolikheten att fa minst en sexa om man kastar en tarning 24 ganger?

3.2* Vad ar sannolikheten att totala antalet synliga prickar dr 11 om tre tarningar kastas samtidigt?
Vad dr sannolikheten att totala antalet synliga prickar ar 12?

3.3* Vad dr fel i foljande resonemang? Talet 11 erhdlles pd 6 olika vis: (1,4,6), (2, 3,6), (1,5,5), (2,4,5),
(3,3,5), (3,4,4). Talet 12 erhilles ocksd pd 6 olika vis: (1,5,6), (2,4,6), (3,3,6), (2,5,5), (3,4,5),
(4,4,4), och diirfor dr sannolikheterna lika stora.

3.4* Antag att variabeln z tar vdardena —2, —1, 0, 1, och 2 med sannolikheterna 1/16, 4/16, 6/16,
4/16, och 1/16. Berdkna T och z2.

3.5 Berdkna medelvirdet for variabeln z som ges av antalet synliga prickar vid kast av en tarning.
Kommentera hur “entropin” skiljer sig mot tva tarningar, ndr man pratar om makrotillstand
kontra mikrotillstand.

3.6 Hur mdnga ganger mdste man kasta en tirning i genomsnitt innan man far en sexa? Utifran
det, hur liten chans skall det vara att nagot skall intrédffa for att det aldrig skall intrédffa pa
universums alder (10'7 sekunder), om man gor ett férsok per sekund?

3.7 a) For hur stort N kan du rdkna ut In V! pa minirdknaren?
b) Rdkna ut In N! i bdde den vanliga och den “mer noggranna” Stirlingapproximationen (se
appendix A.4) for N = 5,10, 20, 50. Du kan anvénda In N! = " Inm. Hur mycket skiljer sig
de tvd approximationerna, i procent?
c) Visa med hjéilp av Stirlings approximation att
d

—Inz! = Inz forz>1.
dzx
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3.8* Pdminn dig sjdlv att frdn TD1 med dV = 0 far vi dU = T'dS. Fran det och ekvationen for
entropin S, visaatt U = NEj, = %N kpT, som virdknade ut pa ett annat sétt fran kinetisk teori.
(For att gora det enklare: antag 7" oc E och rdkna ut proportionalitetskonstanten.)

3.9* Gor om exempel 3.3 om dngan i turbinen istéillet har specifik entropi s = 9 kJ/(kg-K). Vad ar
sannolikheten att &ngan plotsligt skulle dndra entropi till det lagre vardet s = 7 kJ /(kg-K), om
det bara finns de tvd mojliga tillstdnden s = 7 kJ/(kg-K) och s = 9 k] /(kg-K)?

3.10 (Tenta 2013-10-21) Ett isolerat modellsystem bestdr av tva delsystem A och B, med 30 partiklar
i system A och 40 partiklar i system B, och total energi Ei,, = 100Ey , ddr Ey dr grundenergin.
Delsystemen ér skilda av en virmeledande vdgg. a) Gor en tabell 6ver (dimensionslos) tempe-
ratur och entropi for de tva tillstdnden E4 = 42F; och E4 = 43E). Vilket har hogst entropi?
Ar det i termisk jamvikt? b) Jamfér med ett modellsystem med 10 ganger farre partiklar och 10
ganger lagre total energi. Kan du sdga ndgot om hur mycket mindre entropin blir? .

3.11* Betrakta ettsystem av NV atskiljbara partiklar, ddr varje partikel kan ha energin F,, = 0, Ey, 2Fy, . . ..

a) Bestdim den mikrokanoniska ensemblen for makrotillstindet N = 3, n = 3, dvs. skriv ned
en lista pd mikrotillstanden (n;, ng, n3) dar n; specificerar partikel i:s energi. Utifran den listan,
om en av partiklarna har energin Ej, bestim sannolikheten att en av de andra har energin 2Fj.

b) Bestam antalet tillstand Q om £ = nEgmed n > 1, N > 1 ochn > N. Vilken term &r storst?

¢) anvand Stirlings approximation (se appendix) for att berdkna ett approximativt varde pa
entropin S.

d) Anvénd £+ = (g—g)  fOr att bestéimma en approximativ tillstindsekvation som relaterar £

och T' (notera att volymen V' inte har ndgon mening for det hér systemet).

4 Fran mikro till makro

4.1 Kanonisk ensemble (7', V, N konstant)

Tvanget att den totala energin halls konstant ar ofta svart att implementera, speciellt nar N blir stort,
sa utrdkningar i den mikrokanoniska ensemblen kan bli komplicerade. Det dr mer realistiskt, och
leder ofta till mer effektiva utrdkningar, att studera system dér temperaturen istillet for den totala
energin hélls konstant. Detta motsvarar termodynamiska system i termisk kontakt och jamvikt med
en temperaturreservoar. Motsvarande statistiska ensemble kallas den kanoniska ensemblen, och dr den
oftast anvanda ensemblen i statistisk fysik. Nar vi ska bestimma kanoniska ensemblen fixerar vi V/
och N, men vi maste tillata alla mojliga varden pa totala energin E.

For att rakna ut sannolikhetsférdelningen associerad till den kanoniska ensemblen betraktar vi
forst ett isolerat system bestdende av tva delsystem, A och B, i termisk kontakt. Numrera alla mojliga
mikrotillstdnd for systemet A med n = 1,2,3,... (dvs vi antar som ovan att tillstinden &r diskreta),
och kalla systemet A:s totala energi i mikrotillstdndet n f6r E,,. Vi ordnar mikrotillstdindens energier
E, < Ey < E3och sé vidare. Notera att det i allmdnhet kan finnas manga mikrotillstind med samma
vdrde pa den totala energin (precis som det kunde finnas olika tarningsutfall som leder till samma
tarningssumma). Det totala systemet ar isolerat, sd varje mikrotillstdind &r lika sannolikt. Hur san-
nolikt dr mikrotillstdnd n for system A? Detta ges av totala antalet mikrotillstand for system B med
energi g = I/ — E, delat med totala antalet mikrotillstdnd for hela systemet (dvs antalet element i
den mikrokanoniska ensemblen for hela systemet):

_ Qp(E-E,)
b S Qp(E—E,)

Uttrycket i ndmnaren dr en summa 6ver alla mikrotillstind hos system A, och inte en summa bara
over urvalet av mojliga energier, t.ex. om tillstdind n = 1 har energi F; och tillstdnd n = 2 har energi

(4.1)
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reservoar

FIGUR 13: Den kanoniska ensemblen &r gransen da ett delsystem blir en termisk reservoar.

E, som rakar vara samma som E, sd ger summan Over n tva termer. Vi antar nu att system B dr en
temperaturreservoar (se fig. 13), sa £ > F,, (man sdger lite 10st att system B dr “stort” fast det inte
behover ha stor volym).

Nu linjariserar vi ekv. (4.1) i £, som alltsa &r litet. Funktionen p,, (E,,) varierar starkt med £,,, da
ar det praktiskt att istdllet utveckla dess logaritm.

_ Qp(E)
In p,, = konstant — E, Qp(E) + ...
Enligt kedjeregeln
d 1,
dr In(y(z)) = m y'(z)

identifierar vi termen med E,, som derivatan av en logaritm. Eftersom vi har antagit att reservoaren
ar stor dr totala entropin ungefar reservoarens entropi, S = kg In{2g, och eftersom 1/7" = 9S/0E har

V1
Q(B) _ dmQp(E) 198 1

Qp(E) OE  kpdE  kpT
Slutligen exponentierar vi, och far féljande uttryck for sannolikhetsférdelningen (inrutat betyder for-
stds “viktig ekvation!”)

B

r
Pn = ze A (4.2)

vilken kallas Boltzmannfordelningen. Den hér sista konstanten Z bestdms av normeringsvillkoret att
det maste vara 100% chans att fa nagot utfall, " p, = 1:

Z = Z e PEn (4.3)

vilket kallas tillstandssumman (Z fran Zustandssumme pa tyska, partition function pa engelska). Vi kan
bestdmma motsvarande uttryck dven om mikrotillstdnden beskrivs av kontinuerliga variabler. Om
vi har en kontinuerlig parameter n sd skriver vi sannolikheten for ett mikrotillstand i intervallet

[n,n + dn] som

1
p(n)dn = Ee_BE”dn, 4.4)
dér

Z = / e PPndn (4.5)
ar tillstdndssumman uttryckt som en integral. Integralen i det sista uttrycket sker 6ver alla mikrotill-

stdnd. Vi har hittills undertryckt beroendet pa N och V, och i allmédnhet kommer tillstdndssumman
bero pa j (alt. '), V och N.
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Vi visar ndgra anvandbara resultat for medelvirde i Boltzmannférdelningen. Medelvardet av den
totala energin i den kanoniska ensemblen visar sig vara enkelt att bestimma om vi kan berdkna Z.

E = ) Eupn= %ZEne_BE"
n n

Forsta likhetstecknet dr bara definitionen av medelvérdet av £/ dar sannolikhetsférdelningen &r P,.
Vi anviander sedan Boltzmannférdelningen (4.2), och ser att vi far ner en faktor —F,, framfor varje
term e~#Fr om vi deriverar med avseende pa 3. Sista steget foljer fran kedjeregeln, som ovan. Sd man
kan sdga att podngen med tillstindssumman &r att ndr man en gang har raknat ut den kan man helt
enkelt derivera den och kombinera den pa olika satt for att fa ut olika intressanta storheter.

Exempel 4.1 Det kanske enklaste mojliga exemplet dr om delsystemet A ir en enda partikel, som dr i termisk
jamvikt med en reservoar med temperatur T. Partikeln kan befinna sig i tvd tillstand med energierna Ey = 0
respektive Eo = 10 milli-elektronvolt (10 meV). Rita en graf av sannolikheterna py respektive pa som funktion
av temperaturen.

Losning: Eftersom det ir en termisk reservoar ir det kanonisk ensemble (inte mikrokanonisk). Dd dr san-
nolikheterna givna av Boltzmannfordelningen (4.2). Tillstandssumman blir

2
zZ = Z e PEn — o=B0 L =BE2 _ 1 4 o~FE2

n=1
dir B = 1/(kpT) som ovan, och medelenergin enligt ovan ir

—BE
) (—E e*,BEQ) _ E2€ BE2 _ E2
2 1+e P2 efE2 417

— 0 0
E=-—"InZ=——In(1+ePE) =
25" gg e )
ddr parentesen i tredje steget dr frdn inre derivatan (kedjeregeln), och vi snyggade till lite genom att forlinga
briket i sista steget (inte nodvindigt). Samtidigt har vi frin definitionen av medelvirde att medelenergin dr

1
14 e PE

F:ZEnanU'pl-FEz'pQ:EQ'pz

n
sd genom att jamfora de tod uttrycken for E fir vi sannolikheten som funktion av temperaturen:

E 1 1
Ey ePE2 41 eB2/(ksT) 41~

P2 =

Vi vet ocksd att p1 = 1 — po, dvs. om det iir 70% chans att vara i tillstind 1 sd mdste det vara 30% att vara i
tillstind 2, eftersom det bara finns tvd tillstind. Vi ritar grafen i fig. 14. Nir kgT dr klart storre iin energin Eo
sd dr eP2/(k8T) ~ 0 = 1 och biigge sannolikheterna nirmar sig 50%. Det iir for att Fy blir forsumbar jamfort
med energin man kan ta ut ur reservoaren.

Vi kan anvdnda samma metod for att bestimma varmekapaciteten for ett system i den kanoniska

ensemblen. Har far vi Cy enligt
OFE
Cy = | =— ) 4.7
v=(57),., 47)

I tillampningar anvands oftast istdllet den specifika varmekapaciteten cy,, men i det hdr samman-
hanget dr det enklare att forst berdkna den totala varmekapaciteten C'y .
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FIGUR 14: For lag temperatur dr det mest sannolikt att partikeln skall vara i tillstand 1 med
lagre energi, men for hog temperatur narmar sig bagge sannolikheterna 50%.

Termodynamikens tredje huvudsats (TD3)

Entropin, bdde i den mikrokanoniska och i den kanoniska ensemblen, har egenskapen att om det
endast finns ett tillgangligt mikrotillstdnd (dvs ett element i ensemblen), s& &r entropin 0 (eftersom
In1 = 0). I ménga system &r endast ett mikrotillstind, det med ldgst energi, mojligt dd 7" = 0. Man
formaliserar egenskaperna hos entropin i gransen T' — 0 i Termodynamikens tredje huvudsats (TD3) :

Entropin hos ett system med 7" = 0 har ett véldefinierat varde Sy. For varje process som
tar ett tillstdnd med 7" = 0 till ett annat med 7" = 0 s géller AS = 0.

Ursprungligen var formuleringen att lim7_,o0 S = 0, men nu vet man att det finns system som har
flera olika tillstdind med samma, ldgsta energi, dvs det finns fler dn ett mojligt mikrotillstand vid
T = 0. (Det finns t.o.m. véldigt speciella system med N frihetsgrader dér antalet olika tillstind med
lagsta energi dr proportionellt mot ™)

Termodynamik frin statistisk fysik

Det finns en tillstandsfunktion fran kapitel 12 i kursboken, Helmholtz fria energi A = U —T'S (kallas
dven F'), som dr sdrskilt anpassad till den kanoniska ensemblen. Vi hittar f6ljande egenskaper hos A

i kapitel 12:
s=-(52) - r=(5) - @9
T )y N V)1

Via identifikationen U = F och med energimedelvirdet fran ovan far vi

_ 0 0A
A=FE-TS=-"mz+7(Z2) .
S= et <8T>VN

Skriver vi om detta med 8 = 1/kgT, och déarmed T' 8% =-0 %, far vi

0 0A
A:_aﬁlnz_ﬂ<8ﬁ)wv'

Andra termen i hogerledet kombinerar vi med vinsterledet till %(ﬁA)V, ~, och integrerar vi med
avseende pa [ ser vi att

1
A=——InZ
B
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dér vi satt integrationskonstanten (beroende av V' och N eftersom vi integrerar med avseende pa /3)
till noll’. Vi har kommit fram till ett enkelt samband mellan tillstindssumman och Helmholtz fria
energi:

|A=—kpThn Z| (4.9)

Sa vi har ett recept. Vi berdknar tillstindssumman Z enligt (4.5) ovan, for given temperatur, volym
och tryck. Frén tillstindssumman far vi via (4.9) Helmholtz fria energi A, vilken i sin tur ger tryck
och entropi fran (4.8).

Det finns en viktig forenkling. I system som bestar av IV dtskiljbara och fria partiklar kan vi enkelt
uttrycka tillstAndssumman i termer av ett system med en partikel enligt

Z(T,V,N) = (Z2(T, V)N (4.10)

ddr Z; betecknar tillstindssumman for ett en-partikelsystem. Vi bevisar det i kompendium 2, hér
kommer vi att ndja oss med att se det i ndgra exempel i Ovningarna. Det dr i en viss bemairkelse
den hér relationen som gor arbete med den kanoniska ensemblen ldttare dn i den mikrokanoniska
ensemblen, som vi kommer att se i ndsta kapitel.

4.2 Ideal gas

Nu tillampar vi “receptet” fran forra delkapitlet, hur man raknar ut tryck och entropi frdn kanoniska
ensemblen, pa en ideal gas. Jamfor med avsnitt 3.5 ddr vi anvdande den mikrokanoniska ensemblen.
Tillstdndssumman for en enskild partikel ar

21 = Z1Z21yZ1. = (Z12)?

eftersom de dr oberoende. Ett tillstdnd for en klassisk partikel i en dimension ges av lage och rorelse-
mingd z, p. Energin for en fri partikel 4r endast rorelseenergin $mov? = p?/(2m). Tillstindssumman
for en fri klassisk partikel som ror sig i intervallet [0, L] dr darfor

ZM—/ d:):/ ’B%dp

Integralen 6ver x ger en faktor L, och med en variabelsubstitution far vi integralen 6ver p pa formen
som vi hade i A.1, vilket ger

9 1/2
i)

Om vi for ett 6gonblick antar att vi kan betrakta partiklarna i gasen som atskiljbara s far vi tillstdnds-
summan som Z{¥. Men enligt diskussionen i avsnitt 3.5 4r partiklarna oskiljbara. For att kompensera
for att vi raknar identiska tillstdnd flera ganger kan vi igen approximera det exakta svaret med

VN omm\ V2
Z(T,V,N) ~ N' )N = (5 ) . (4.11)
Utifran detta uttryck kan vi enkelt bestimma den fria energin enligt (4.9):
A=—kpThh Z = —kpT <N IV — In(N1) + ﬁ In 27;”)

och dérifran trycket, enligt receptet. Vi behover bara derivera forsta termen som &dr den enda som

beror pa volymen:

oA _ N

Vi har hiérlett allménna gaslagen! Det var viktigt att anvdnda ekvation (4.10).

Om man gor om rakningen i kvantfysik far man en ytterligare faktor 1/h. Det dr ju inte sa over-
raskande att Plancks konstant fattas i det rent klassiska uttrycket vi har harlett ovan. Vi gar igenom
den utrdkningen i kompendium 2.

“Det foljer om vi kraver att limr_o A = E (se Gould & Tobochnik).
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4.3 “Naistan ideala” gaser

Man vill egentligen forstds inte bara beskriva idealiserade utan helst riktiga (reella) gaser, och vitskor,
och fasta @mnen. Till exempel har vi mérkt att gaser mdste ha lag tathet for att kunna approximeras
som ideala. Det dr i det ndrmaste omojligt att skapa en mikroskopisk modell som géller helt i allméan-
het. Men ett steg bortom ideal gas, en slags “ndstan ideal” gas, kan man ta sig med mer eller mindre
samma metoder. “Nastan ideal” kan betyda att viaxelverkan mellan partiklarna ar svag istallet for att
den inte finns, eller att partiklarna bara dr sma istdllet f6r punktformiga (har radie noll).

4.4 Vixelverkan, partikelstorlek

Vi skall nu hérleda van der Waals gaslag (2.3) fran statistisk termodynamik, och da ldr vi oss vad a,
och b, betyder mikroskopiskt.
Har &r en typisk potentiell energi mellan tvd molekyler, molekyl A i » = 0 och molekyl Bi r:

00 r<To

Upor(r) = { —ug (T—O)G r>Tro;

T

(4.12)

sd uo sdger ndgot om kraftens styrka och 7y bestimmer kraftens rackvidd. Har har vi forsummat att
molekylerna dr “mjuka”, dvs, vi anvander bilden till hoger i figur 15.

200 2004
S <« 5
1004 A B 100 A B
A A
s 2 3 : 1 I's 25 3
B
100 - 100 B

FIGUR 15: Kraften fran en molekyl A pa en molekyl B dr attraktiv pa langa avstand och
repulsiv péd korta avstand. I vénstra bilden ser vi den s.k. Lennard-Jones-potentialen som
ar en detaljerad beskrivning av molekylkraft. I hogra bilden ser vi approximationen (4.12)
som vi anvdnder hdr, dd den repulsiva kraften ersatts av en “védgg” (vertikal linje), dvs.
molekylerna approximeras som harda sfarer istéllet for de “mjukare” objekten till vanster.

Vi gor nu forenklingen att molekylerna bara vixelverkar “tva stycken i taget”, vilket dr en bra approx-
imation om densiteten ar tillrackligt 1dg. Medelvardet av den potentiella energin for varje partikelpar
som véxelverkar fir man genom att integrera dver ett volymselement med volym 4rr2dr och dela
med totala volymen V:

1 [ 1 4 2
Upot = v /m upot(r)47rr2dr ==y —Trrguo = —Vap (4.13)
dér vi inforde beteckningen
2
ap = %ré’uO : (4.14)

Det &r N sddana partikelpar, s& medelenergin blir U = ;Nu = —(N/V)a,,.
Dessutom minskar den tillgdngliga volymen proportionellt mot molekylernas egna volym:
2m 4

b (4.15)

V=V -Nb, dar b=
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Det dr rimligt att b, skall vara proportionellt mot 73 om det skall representera molekylens volym, men
en forklaring varfor det skall vara just 27/3 far vi lamna till fordjupad vidareldsning. Nu gor vi som
vi gjorde for ideal gas (jfr. ekvation (4.11)) och bildar tillstindssumman f6r N oberoende partiklar:

1
Z(T.V.N) = 7 (2)" = i 3

Vi raknar dterigen ut trycket fran P = —(0A/0V )y ny och A = —kgT In Z. Fran det kan vi identifiera

(V — Nbp)N (e PN (27rm>3N/2 |

0 —(N/V)ay
P = kT— |NI — Nb,) = N————— .
k o7 ( n(V bp) T (4.16)
NKT  NZ2a,
= - 417
V —Nb, V2 (417)
eller
N2
(P + Wap> (V — Nb,) = NkgT (4.18)
som dr van der Waals gaslag (2.3), med
2 2
ap = grguo , by %r% (4.19)

Vi har sett att a,, dr ett matt pd véaxelverkan partiklarna emellan (kraften mellan dem), och b, ar ett
matt pd partiklarnas storlek (volym). Samtidigt gav boken uttryck for a och b i kritiskt tryck P, och
temperatur T¢,. Vi har lyckats koppla ihop egenskaper pa atom-/molekylnivd med empiriska pa-
rametrar. Dd kan vi uppskatta kraften mellan partiklarna och deras storlek! Omvént kan vi ocksa
uppskatta hur parametrarna i van der Waals gaslag, och genom dem F., och T, beror pa vilken typ
av atomer eller molekyler vi betraktar. Atomer med mer elektrisk laddning borde t.ex. uppleva storre
attraktion ug.

Exempel 4.2 Rikna ut ug och r frdn kritiskt tryck P, och temperatur T, for ddelgaserna neon och argon.
Losning: Frin konstanterna a och b i boken kap. 4 som dr “per kg” fir vi konstanterna per mol genom att
multiplicera med ritt faktor av molmassan M:

2TR2T? _ R,T,
= 2 U~ Ccr 2 _ _ flwter
a=M?"a= 6iP.. (per (mol)*) , b= Mb= 8D, (per mol)

Konstanterna per partikel ir a, = a/N?% och b, = b/N 4 och vi anviinder ekvation (4.19). En praktisk enhet
for smd energier dr elektronvolt (eV), dir 1 eV = 1.602-10~ ' J, hiir blir det milli-elektronvolt (meV).

amne | @ (mS-Pa/mol®) | b (m3/mol) | g (J/mol) | ug (meV/partikel) | ro (nm)
neon | 21.2-1073 16.94 -1076 | 1248 13 0.24
argon | 136.8 1073 32.29 1076 | 4237 44 0.29

diir vi anviinde att enheten m3-Pa= m3-(N/m?)=Nm = ]. Ovanstdende iir niira de a och b som man kan sld upp
direkt i Physics Handbook, tillrickligt nira for vira behov.

I motsats till allménna gaslagen kan van der Waals gaslag approximativt anvandas for fluider i all-
ménhet: en del vitskor och inte bara gaser. Det dr rimligt eftersom vétskor “haller ihop” mer &n vad
gaser gor, dvs. vitskor har mer vixelverkan mellan molekylerna &n gaser.

Slutligen har statistisk termodynamik, sédrskilt entropibegreppet, legat till grunden f6r manga
andra omrdden. Harledningen av entropin i den kanoniska ensemblen &r i kompendium 2, men lat
oss skriva ned uttrycket redan nu:

S=—kg) pnlup, (4.20)
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Det har uttrycket dr det man brukar utga ifran i s.k. informationsteori, som vi beror lite pa slutet av
kursen. Men vi kan ju inte undga att ndmna det eftersom vi har Nyquist-salen pa KaU och Harry
Nyquist var fran Nilsby i Varmland.!°

Uppgifter

4.1* Betrakta ett system bestdende av tva atskiljbara partiklar. Var och en av partiklarna kan befinna
sig i tvd olika tillstdnd, med (en-partikel) energierna 0 respektive A. Systemet befinner sig i
termisk kontakt och jamvikt med en reservoar med temperaturen 7'. Bestdm tillstdindssumman
Z och utifrén den medelenergin F, fria energin A och specifika virmekapaciteten Cy . Vad blir
medelenergin for hog temperatur?

4.2* Ett system bestdende av en partikel dr i termisk jamvikt med en reservoar. Partikeln kan be-
finna sig i tva tillstdind med energierna ¢; = 0 respektive e; = A. Bestdm sannolikheterna p;
respektive p» om medelenergin E for systemet dr 0,24, 0,44, 0,5A, 0,6A och A respektive. (Tvé
av de hédr energierna dr omdjliga, vilka?)

4.3* Det hér ar en forenklad modell av ett vixelverkande system. Antag att en behallare vid rumstem-
petur har en tinkt indelning (dvs. inte en vdgg) i tvd delar (vdnster och hoger), och systemet
bestdr for enkelhets skull av N = 2 identiska partiklar. Om tillstandet “partiklarna i samma
del” har energi 102! J, och tillstdndet “partiklarna i olika delar” har energi 1072 |, a) vad &r
sannolikheten att de &r i olika delar, och b) dr “kraften emellan dem” attraktiv eller repulsiv?

4.4 Anta att ddelgasen krypton beskrivs av van der Waals gaslag. Rdkna ut parametrarna a, och b,
som i exempel 4.2, och jamfor kap 3-8 i Cengel & Boles. Utifrdn det fyll i tabellen i exemplet:

a) Berdkna mikroskopiska radien 7.
b) Berdkna mikroskopiska vaxelverkansstyrkan uy.

¢) Omvint, om du visste ro och 1o, hade du kunnat forutsdga hur a och b skulle skilja sig mellan
de tre ddelgaserna neon, argon och krypton, och hade du utifrdn det och kap 3-8 i Cengel &
Boles kunnat sdga nagot om hur P, T, borde skilja sig mellan de tre gaserna?

4.5 (Tenta 2013-08-15) En behéllare innehaller en mol neongas vid rumstemperatur och atmosféars-
tryck. a) S1a upp varden pa konstanterna a, b i van der Waals gaslag for neon, och rdkna utifran
det ut volymen hos neonatomerna. b) Ridkna ut hur ménga procent av den makroskopiska vo-
lymen som utgors av atomer. Vad ar ovrig volym?

4.6 Utifran ekvation (2.5) hir i kompendiet, rdkna ut inversionstemperaturen T;,, for argongas
(dvs. temperaturen da Joule-Thomson-koefficienten (07/0P) g = 0, 14s lite mer om det i boken
kap.12-5). Anvand data fran exempel 4.2.

4.7 Bevisa ekvationerna (3-23) i kursboken (eller de ekvivalenta ekvationerna i exempel 4.2).

4.8* “Bevisa” universaliteten i Z-diagrammet i boken for lagt tryck. Det vill sdga, anvand uttrycket
for Z i linjdriserad vdW fran uppgift 2-7, skriv om det uttryckti Pr = P/P;, och Tp = T/T,,
och notera att du far samma gaslag for alla &mnen, oberoende av virdet pa konstanterna a och
bivdW, som ju i sig &r &mnesberoende. Att det &r sa kallar boken “law of corresponding states”.

A Matematiskt appendix

0ge Entropi i informationsteori och Shannon-Nyquist-satsen, samt fler “Resurser” i kompendium 2.
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A.1 Gauss integral
Vi berdknar “Gauss integral”

/ Z e dr = /7 (A.1)

Istallet for att forsoka berdkna integralen direkt borjar vi med att berdkna kvadraten pa den:

o0 2
[/ e_”EQd:E] :/ e_($2+y2)dxdy.
—00 R2

Infor polédra koordinater (p, 0), dvs x = pcos6, y = psinf. Integrationsmattet i poldra koordinater &r
pdpdf, och integralen ovan blir i poldra koordinater

] 2w 00
/ pepgdp/ de = 277/ pefPde.
0 0 0

Med substitutionen p — u = p? = du = 2pdp blir den &terstdende integralen

oo
7T/ e du=m [—e_“]go = .
0
Eftersom kvadraten pa den Gaussiska integralen dr 7, har vi visat (A.1).

A.2 Binomialkoefficienten

For er som inte minns ndgon kombinatorik ger vi ett snabbt bevis. Vi kan vilja ett element ur en
N-element-médngd pd N olika sdtt. Sedan kan vi vélja nédsta element pd N — 1 sétt, eftersom det bara
ar sa manga kvar att vilja pd. Vi ser att vi kan vélja n olika element ur en mdngd med N element pa
totalt N(N — 1)(N —2)--- (N —n — 1) sdtt. Om ordningen pa de valda elementen inte spelar ndgon
roll s& maste vi dessutom dela med antalet olika ordningsfoljder vi kan vilja n givna element, vilket
ar n!, sa svaret dr alltsd N(N — 1) --- (N —n — 1)/n! vilket ger det angivna uttrycket for (]T\L[ ).

A.3 Antalet tillstind (2 i Einsteins fasta iamne

Man kan tdnka péd det har som om man hade n sma “energibitar” och N —1 “skiljevdaggar”, dar bitarna
och skiljevdaggarna sinsemellan &r identiska, s man maste dela med antalet mojliga kombinationer av

dem. Formulerat i energibitar (som vi betecknar “e”) och skiljeviaggar (som vi betecknar “|”) ordnade
som
rod | gron | bla (A.2)
har man ocksa 6 tillstand:
eoff, oo, [[ee, ofef, [o]e, effe (A.3)
Till exempel @ ® | | =r6d 3, gron 0, bld 0, for alla prickarna &r i den 1:a avbalkade biten, som dr den

roda partikelns energi. Podngen med det hér var att vi ser varfor vi delar med 2! - 2! trots att sjdlva
partiklarna faktiskt var atskiljbara; det ar energibitarna (och skiljevdggarna) som &r identiska, inte
partiklarna.

A.4 Stirlings approximation

Stirlings approximation later oss uppskatta logaritmen av N-fakultet for stora IV:

InN! ~ NInN — N (A4)
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eller i en mer noggrann version (behovs sillan):
1
InN! =~ NlnN—N+§ln(27rN) (A.5)

For Q i Einsteins fasta &mne far vi for N > 1:

q_ AN-DU (N (nt N)"Nem (0N (4 NN "
= n!(N —1)! T opINT T nte—n NNe—N = NN . .

Svar till uppgifter (se ocksa separat PDF “Losningsmanual”)

Kapitel 1
1.1 se kap. 3-6, och R,, = Nkp. Se forkunskapsvideo for molrdkningen.
1.2 Hastigheten blir ndgot ldgre dn i exemplet.
1.3 U = 3NkpT = 3R,T for N = N4. Alternativt U = 3PV, d4 4r Pa - m®= N/m? m3=Nm =].

1.4 Wikipedia angav det forut som 5R,, /2, dvs. felet ar iséfall noll! Det &r om man anvander ddelga-
ser som definition av R,,. I skrivande stund star det t.ex. 20,85 J/(mol-K) for argon, alltsa (5R,,/2)
/20,85 = 0,997 ger 0,3% fel. Hursomhelst mycket bra noggrannhet.

1.5 a-c) se Losningsmanual for detaljer. d) Tyt ~ 30 K. (Anvande r = 1,274 - 107 m som gér att
sld upp, samt atommassorna for viate H och klor Cl.)

1.6 Den gar over fran (5/2)R,, (ungefar konstant) till (7/2) R, (ungefdr konstant) nir man korsar
Trot-

Kapitel 2
2.1 Se boken och videon “ideal kontra reell gas”.

2.2 Svaret 9,4 MPa star i det 16sta exemplet, dar méatdata (“ratt”) ger 10 MPa, och allmédnna gaslagen
13,9 MPa. Den linjdriserade versionen har simre precision: korrektionstermen séger —53% fel.

2.3 Se tabell A-2, s. 901. Fér 100-200 grader C blir det Ah;gea = 3486 J/mol. Under 100 grader C
skulle vi om inget annat anges gissa att vatten inte &r i gasform!

2.4 a) Ah/AT =(3331,2 — 3093,3) /100 = 2,38 k] / (kg K), ger 15% skillnad. b) stoppar man in linjari-
serad vdW i ekvation (12-44) i boken ger det 3%. Se 16sningsmanual for detaljer.

25 1/(1—x)~1+4x+......Selosningsmanual for detaljer.

2.6 Det stdr ovanfor ekvation (2.3) att mb = Nb,, och liknande fér a, dvs. m?a = (nM)?(N%/M?)a, =
n?N3a, = N2ay,. Alltsé: forsta korrektionstermen per kg &r Nb,/m = b. Andra korrektionster-
men dr —Na,/(mkpT) och tydligen dr Na,/m = ma/N och m/N = a/(RT). Jamfor diskussio-
nen kring (2.3). Kurvan dr 7' = a/(R(b — 0,01v)).

27 Z=1+ (% - (;79)2) =1+ (% - ﬁ) - P. Det dr en rét linje Z(P) (varfor?) som borjar fran
Z = 1vid Pr = 0. Det stimmer en kort bit med diagrammet.
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Kapitel 3

3.1

3.2

3.3.

3.4

3.5

3.6

3.7

3.8

3.9

3.10

3.11

1—(5/6)* ~ 0,987421

25

276"

Felet i resonemanget &r att alla utfall inte &r lika sannolika. T.ex. forekommer utfallet (4,4, 4)
endast i en kombination, och har ddrmed sannolikheten 1/216, medan (1,5,6) forekommer
i 6 kombinationer, med sannolikheten 1/36 och (2,5,5) forekommer i 3 kombinationer(med
sannolikheten 1/72). Specifikt dr skillnaden att for n = 12 finns ett utfall med sannolikhet 1/216,
medan ett sddant inte dyker upp for n = 11.

P(1) = é P12) =

2 =1

Il
o

F3

NN

T = 3, 5. Har d&r makro=mikro sa entropin &r noll.

7 ~ 6 kan man gissa sig till. Se langre forklaring i losningsmanual.

I den hir tabellen tar vi som jamforelse med exakta véardet pd In V! som de flesta minirdknare
inte kan rdkna ut direkt, men t.ex. MATLAB kan. Uppgiften var alltsa att rakna ut med Stirling-
approximationen, inte att rakna ut det exakta vardet.

N InN!exakt Stirling vanlig Stirling noggrann

5 479 3.04 (64%) 4.77 (99.6%)
10  15.10 13.02 (86%) 15.10 (99.9%)
20  42.34 39.91 (94%) 42.33 (99.99%)

50 148.48 145.60 (98%)  148.48 (99.999%)

Vi ser att runt N = 50 borjar den “vanliga” bli rdtt sd noggrann den ocksa.

Viharatt 4 = (5%),, - Stoppar viin 7' = cE for ndgon konstant ci (3.30), far vi 9(In £%/%) /0F =
(3)/E,s& E = 3NkpT.

Antalet tillstdnd &r nu ndrmare Q ~ 10419° Det kan verka ganska likt svaret i exemplet, men
exponenterna skiljer sig alltsd med mer dn 1027, s det &r enormt ménga fler tillstdnd. Forhallan-
det ar 10110% /(10110 4 101:410%%) ~ 101107 /101410%% — 19=310"" g8 man kommer definitivt
aldrig att observera att entropin spontant fluktuerar ned i ett makroskopiskt system.

na = 43, som dr mer i termisk jamvikt dn n4 = 42. Se tentaldsning.

a){(1,1,1),(0,1,2),(1,0,2),(1,2,0),(0,2,1),(2,0,1),(2,1,0),(3,0,0),(0,3,0),(0,0,3)} och allt-
sa 2 = 10. Minst en av partiklarna har energin 1: (1,1, 1), (0,1, 2), (1,0, 2), (1,2,0),
0,2,1),(2,0,1),(2,1,0), totalt 7st . I 6 st har en av de andra partiklarna energin 2. Svar: 6/7.

b) Enligt ekvation (3.23) har vi InQ ~ In @M% — (5 4 N)In(n + N) — nlnn — Nln N. For
n>> N harviln(n+ N) = Inn + In(1 + &) (bryt ut n) vilket 4r ~ Inn + N/n. Tillsammans far
vilnQ ~ (n+ N)(Inn+ N/n) —nlnn—NInN = N+ Nlnn— N In N plus mindre term N?/n.

Storsta termen ar N Inn.

¢) Anvind formeln 7' = 1/ (92) = Ey/ (22) pa storsta termen: T ~ E (k%)_l = NLkB
Vi far tillstandsekvationen F ~ NkgT .

Kapitel 4

4.1

E = A, A= —2kpgTln (1 + e—A/’fBT), Cy = 2kp <

ePA +1

For T — oo (dvs. 8 — 0) far vi E = A.

A 2 eA/k‘BT
k‘BT) (eA/kBT_}_l)Q'
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4.2

4.3

4.4

4.5

4.6

4.7

4.8

Berdkning som i exemplet ger E = =paA,séps = E/A, pp =1 — py, menom A > 0

eBfA +1
kan uttrycket ﬁ bara ta varden mellan 0 och 0,5, dvs F = 0,6A, resp. E = A &r omdjliga.

a) 5%, fran Boltzmannfordelningen for 7' = 293 K. b) Attraktiv.

Grunddmnen med hogre atomnummer (fler laddningar) skall ha hogre ug, dirmed hogre a. Se
16sningsforslag.

Se tentalosning Tenta 2013-08-15.
Tiny = 2a/(kpb) = 1020 K. (Experimentellt: 780 K.)

Krav att kritiska punkten &r en terasspunkt, som &r en inflektionspunkt: P'(v) = P"(v) = 0.

~ 1 27
Zm1+ (g - 64T1%>PR.
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