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Sektion 1 (Férdjupning), samt det matematiska bihanget, dr fordjupning av det som star i grundkom-
pendiet. Tentan Del 2 fér innehalla det men dr huvudsakligen pa det nya materialet i senare sektioner,

fr.o.m. sektion 5 (Magnetiska system). Uppgifter ligger bade i texten och pa slutet.

Innehall

1 Fordjupning av grundkompendiet
1.1 Standardavvikelse. . . . . . . . ...
1.1.1  Bernoulliprocesser och binomialférdelningen . . . . . . ... ... ... .....
1.2 Kontinuerliga fordelningsfunktioner . . . . . ... ... ... ... . .. . 0L
1.3 Maxwell-Boltzmann-fordelningen i tre dimensioner . . . . . ... ... ... ... ...

2 Fran termodynamik till statistisk fysik och tillbaka
2.1 Gaspartiklar och kvantfysik . . . . ... ... ... . o o o o
2.2 Ideal gas i den mikrokanoniska ensemblen,i3D . . ... .. ... ... .. .. .. ...
2.3 Entropi dr extensiv dven for slutnasystem . . . ... ... ... o oL

3 Tillaimpningar pa partikelsystem
31 Idealgas . ... ... ... .. ..
3.2 Bevis av ekvipartitionsteoremet . . . . ... ... oL oo L Lo
3.3 Entropi och informationsteori . . . . .. ... .. ... ... . . o oL

4 Einsteinmodellen
5 Magnetiska system

6 Stor kanonisk ensemble
6.1 Oskiljbara partiklar, bosoner och fermioner . . . .. ... ... ... ... ... .. ...
6.2 Idealakvantgaser . . . ... ... ... ... ... ... ..

7 Tillimpningar
8 Resurser

A Matematiskt bihang
A1 Mer om binomialférdelningen . . . . .. ... ... . o L o Lo oo
A.2 Derivera parameteriintegral . . .. .. ... .. ... ... .. ... . 00 L
A3 Bevisav Zy = ZN .
A4 Virmekapacitetsombredd . . ... ... ... ... .. o o oL o



1 Fordjupning av grundkompendiet
1.1 Standardavvikelse

Forutom medelvirdet X dr det ocksd intressant att ha ett matt pa hur “bred” en sannolikhetsfor-
delning &r, dvs. huruvida vardena &r ihopklumpade kring medelvérdet eller om de varierar ganska
mycket. Ett vanligt matt pa det i statistik dr standardavovikelsen:

ox = /(X = X)2 = \/p(1) (X1 — X)2 + p(2)(Xz — X)? +... (1.1)

Det finns ocksa ett ndgot snabbare sétt att rdkna ut det. Man borjar med standardavvikelsen i kvadrat
(som har ett eget namn, “variansen”), som gdr att skriva som

0 = (X —X)2=X2-2XX+X =X2—(X)?, (1.2)

och det gar ibland fortare att rakna ut.

Exempel 1.1 Rikna ut standardavvikelsen for p(n), tdrningsfordelningen frin exemplet i kompendiet.
Losning: Vi riknar forst ut variansen frin definitionen ekv. (1.1):

o2 = [1-2=-7242-B3=724+3-4-7244-6-72+45-(6-7)246-(7T—7)2
+5«8—U2+4m9—7ﬁ+3'u0—7ﬁ+2'u1—7ﬁ+¢-u2—nﬂ/%
= 210/36 = 5,83

och standardavvikelsen dr roten ur variansen: o = /210/36 = 2,4. Det verkar vara ett rimligt mitt pd
“bredden” av fordelningen, om vi jamfor med figuren i kompendiet. Notera att forsta raden ger samma summa
som andra raden (bida ger 105/36), sd man hade kunnat anvinda fordelningens symmetri for att spara tid.
Prova att anvinda ekvation (1.2) istillet for ekvation (1.1).

Ofta dr det relevant att ha ett matt pa bredden som ocksa tar hansyn till den typiska storleken pa X.
Om vi t.ex. har tagit fram en fordelning 6ver priset pa en viss vara i olika butiker kanske man inte &r
sa intresserad av precis hur ménga kronor som skiljer mellan butikerna, utan det kan vara relevant
att istédllet jamfora skillnaden mellan hoga och 1dga priser med genomsnittspriset. Ett sddant matt ges
av den relativa bredden pa férdelningen, ddar man delar standardavvikelsen med medelviardet:

bredd = ox , relativbredd = (%.

Exempel 1.2 Lit p(n) vara 2-tirningsfordelningen. Relativa bredden ir

/210/36
=V 0,35,

7

31 Q

Nar Nyt blir storre och storre blir relativa bredden oy /X mindre och mindre. Faktum &r att man kan
visa att den gar mot noll som 1/1/Niot, som vi kommer att se exempel pa nedan.

1.1.1 Bernoulliprocesser och binomialférdelningen

En process med tvd mojliga utfall dar resultatet av varje forsok ar oberoende av resultaten av alla
tidigare forsok kallas Bernoulliprocess. Ett exempel dr “singla slant”, ddar de tva mojliga utfallen ar
“krona” respektive “klave”. I detta exempel har de tva utfallen lika stor sannolikhet, ndmligen 1.
I en allmén Bernoulliprocess har utfallen sannolikheterna p respektive ¢, som alltsd maste uppfylla

p+q =1, eller ¢ = 1 —p. Det racker att specificera en sannolikhet for att definiera en Bernoulliprocess.
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Slumpging

Ett vanligt exempel pa en Bernoulliprocess ar s.k. slumpgang (eng. random walk). Det forekommer
till exempel i spelet Plinko som i figur 1; en kula faller ned och kan studsa antingen till vanster
(sannolikhet p) eller till hoger (sannolikhet ¢) pa de blagrona piggarna. En sddan vdag med Nio: steg
kallar vi en promenad. Sannolikheten att promenaden slutar med att kulan landar n steg till vanster
kallar vi pp,,, (n). Processen dr endimensionell i beméarkelsen att kulan hamnar ndgonstans pa en
horisontell linje och vi dr i slutdndan inte sa intresserade av hur den kom dit.

Om n av totalt Ny steg sker at vénster, sa sker forstas Ny, — n steg t hoger. Oberoende san-
nolikheter kan multipliceras s& vi far p" - ¢Vt~ for varje mojlig Niot-stegs promenad med n steg
at vanster. Men som vi ser i figuren finns det ofta flera mojligheter att hamna pa samma n. Antalet

q

FIGUR 1: En Bernoulliprocess med p = ¢ = 1/2 och N, = 5 i spelet Plinko. Exemplet visar tva av de totalt
(3) = 10 sdtten kulan kan hamna pa n = 2, med sannolikheter gpgpg = p*q® och ppgqq = p*q®. (Notera att vi
réknar steg at vanster ur var synvinkel, inte fran kulans.)

sddana promenader dr lika med antalet sdtt vi kan vilja ut n olika element ur en méangd med Ny
element, om det inte spelar ndgon roll i vilken ordning vi véljer elementen. Detta antal dr givet av

binomialkoefficienten (Nfl“) (se appendix for beviset), sa vi far
Ntot 7 Niot—n . Ntot Ntot!
— . O d = 13
pNtot (n) < n > p q ’ ar n n!(NtOt _ n)' ( )

Den hir sannolikhetsfordelningen kallas for binomialfordelningen, som vi skissar i figur 2. Det har gal-
ler inte bara for slumpgéng som i Plinko-spelet utan foér godtycklig Bernoulliprocess.

Exempel 1.3 Vad dr sannolikheten for att vi fir krona precis 3 gianger om vi singlar slant 5 ginger?
Losning: Vi har en Bernoulliprocess med p = q = 3, och det frigas efter ps(3).

5\ P\ s 1 s
=) 3) 3) s w6

Standardavvikelsen for binomialférdelningen &r

On =V NiotDg (14)

sd “bredden” pa fordelningen dkar som /Niot. (Vi ger beviset av o, = /Niotpq i extramaterialet
om du &r intresserad.) Det var i grunden den hir formeln som Albert Einstein anvande 1905 for att
uppskatta hur linge pollenkorn i en losning tar att diffundera ett visst avstdnd!, som bl.a. ledde till
en experimentell bestimning av Avogadros tal N4. Man kan ocksa visa att den relativa bredden av

binomialférdelningen ar
o q 1z
— = (> (1.5)

n b vV Niot

dvs. fordelningen blir smalare och smalare ju storre N dr.

186 en.wikipedia.org/wiki/Brownian_motion
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FIGUR 2: Binomialférdelningen for p = ¢ = 1/2 och Nyo, = 16, 22, 28.

Problem

A1.1 Processen att kasta ett mynt Ny, ganger. Vi associerar antalet krona med n och antalet klave med
Niot — n. For ett “rdttvist” mynt dr sannolikheten for krona p = %, och sannolikheten for klave
g =1—p = 3. Vad 4r sannolikheten att vi efter tre kast med myntet har fatt krona tva ganger?

A1.2 Betrakta ett litet pollenkorn i 16sning som ror sig ett liten bit &t gdngen framat men med viss
rorelse dven i sidled: antingen 0,5 mm at vanster (med 40% chans) eller 0,5 mm at hoger (med
60% chans) for varje rorelse framat. Kornet ror sig 50 steg och dd har det hamnat x meter i sidled
jamfort med ursprungsriktningen. Berdkna medelvérdet av sidledsrorelsen = samt “spridning-
en” (standardavvikelsen). Jamfor med 100 steg.

A1.3 En behallare med volym V' = 30 liter innehdller en mol ideal gas. En given molekyls lage &r
oberoende av alla andras ldge. Tatheten dr uniform (ldgesoberoende) men den varierar nagot i
tiden (fluktuerar). Dela upp volymen V i tvd delar, V; = 10 liter och V; = 20 liter.

a) Vad &r sannolikheten att en viss molekyl &r i volymen V7?

b) Vad &r sannolikheten att V4 /3 molekyler &r i V; och resten dr i V5?
c) Vad dr medelantalet molekyler i varje del?

d) Vad ér relativa fluktuationerna av antalet molekyler i varje del?

1.2 Kontinuerliga fordelningsfunktioner

En hastighets-fordelningsfunktion anger hur manga partiklar som har en viss hastighet, eller hastig-
het i ett visst intervall.

Exempel 1.4 Antag att vi har 10 partiklar, fordelade i hastighet enligt tabell. Vad dr medelhastigheten?
Hastighet Antal partiklar

v1 = 1m/s 2
vg =2m/s 0
vg3 =3m/s 5
vy =4m/s 1
vs = Hm/s 2
Medelhastigheten:
1
U= E(Zwl+0~v2+5-v3+1-v4+2-v5)

= 3,1m/s



Vi kan ocksd skriva om det som

v = 02-v94+0-v24+0,5-v34+0,1-v440,2:v5
= p1-V1+DP2-V2+P3:V3+Ps-V4+ D5 Vs

diir p1 dr sannolikheten att en partikel har hastigheten v1, py dr sannolikheten att partikeln har hastigheten vo,
etc. Notera att man bor tolka de hir hastigheterna som intervall, dvs. 0,5 — 1,5 m/s, 1,5 — 2,5 m/s, osv.

Lat v vara en kontinuerlig variabel med tillatna viarden mellan v; och v2, och p(v)dv sannolikheten
att en partikel skall ha hastighet i intervallet [v, v + dv]. Da har vi

v2
v o= / vp(v)dv
v1

v = /UQUzp(v)dv (1.6)

v1

och kvadratroten ur v ar som tidigare standardavvikelsen, ett matt pa distributionens “bredd”. Vi
har i allménhet

= " fo)p(o)dv

for vilken funktion f(v) som helst. Vi méste krdva

/v2 p(v)dv =1, (1.7)

dvs sannolikheten att finna ndgon hastighet, vilken som helst, maste vara 100%. De p; och p(v) vi ser
ovan kallas som forut fordelningsfunktioner, eller sannolikhetsfordelningar.

Normalfordelning

Den mest vanligt forekommande kontinuerliga fordelningen dr den s.k. normalfordelningen (kallas
ibland “Gauss-fordelningen” eller “klockkurvan” for att den ser ut lite som en kyrkklocka, fig. 3):

p(x) = c e’ (@=w0)? (1.8)

dér ¢, « och zg dr konstanter, och z &dr variabeln av intresse. Att normalférdelningen forekommer sa
ofta i statistik beror pé centrala grinsvirdessatsen, som sager att om man lagger ihop ménga oberoende
variabler med samma férdelningsfunktion kommer summan att ga mot en normalférdelning, oavsett
vad den ursprungliga fordelningsfunktionen var! Du kan redan ha observerat det i vara tidigare
tigurer. I synnerhet dr det inget langt bevis att binomialférdelningen gar mot normalférdelningen for
stora IV (se appendix om du dr intresserad).

Hur hénger konstanterna i (1.8) ihop med de i figuren? Vi borjar med att att anvanda normerings-
villkor (1.7):

1= / p(x)dr = c/ o~ (@=20)? g, (gor nu substitutionen y = a(x — x0))

—00 —00

o0
_c e*y2dy _ VT
o J_o o

dédr vi anviande Gauss-integralen (se appendix i kompendiet)

/ eV dy = /7.

—00
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FIGUR 3: Normalfordelningen for medelviarde Z = 4 och standardavvikelse o = 1.

Alltsa ar ¢ och « inte oberoende:

c=—. (1.9)

For att forstd hur man skall tolka « och zg berdknar vi forst medelviardet T:

T = /_OO zp(z)dz

o0

(8] o0 _ 2( _ )2 e o . . .

= — xe ¢TIy (gor aterigen substitutionen y = a(z — x¢))
™ —0o0

1 & 2
= ﬁ/ (y/a+zp)e ¥ dy
1 R x x4
- aﬁ/ yeyd“j%/_ e dy
- (1.10)

Det sista steget foljer fran att integranden i den forsta integralen dr udda, samt &n en gang vardet pa
Gaussintegralen for den andra integralen. Vi ser alltsa att z dr medelvardet. Tolkningen av « ser vi
om vi berdknar variansen av z enligt (1.6):

02=(x-7)2=(z—x0)% = a/ (x — mo)ge_a2(x_x0)2da:. (1.11)
™ —00
I appendix A.2 visar vi att resultatet blir:
1
2 _
92 =53 (1.12)

sa standardavvikelsen o, och konstanten « star i nidra forbindelse. For att sammanfatta allt det hir
skriver man ofta om p(x) uttryckt i o, och z:

1 _(z-m)?
p(z) = e E (1.13)

\/2mo?2

vilket ser lite mer komplicerat ut 4n ekvation (1.8), men fordelen &r att om man lyckas organisera om
ett givet p(x) sa det dr uttryckt pa den hir formen sa kan man direkt ldsa av standardavvikelse o,
och medelvirde 7 utan att behova gora om rdakningarna ovan.




Hastighetsfordelningsfunktionen for en ideal gas

Iavsnitt 3.1 rdknar vi ut hastighetsfordelningen i en ideal gas fran grundldggande principer, menidet
hér avsnittet tjuvtittar vi lite pd resultatet forst. Medelvardet pa hastigheten dr som vi argumenterade
forut noll, och standardavvikelsen (bredden pa normalfordelningen) for hastighet i en riktning v,

visar sig vara
kT
O, = 1] 2= . (1.14)
m

Om man stoppar in det i ekvation (1.13) far man, for en ideal gas med temperatur 7" i en dimension,
fordelningsfunktionen
m \1/2 _m

plvg) = (%kT) e~ TF | (1.15)
(Ibland kan vi undertrycka B:et pa kp och bara skriva k, sa lange ingen forvirring forvantas uppsta.)
Detta uttryck kallas Maxwell-fordelningen i en dimension.? Vi anvander (1.15) for att berikna medel-

varden enligt (1.6). Figur 4 visar Maxwell-fordelningen i tre dimensioner p(|v|) for ndgra olika tem-

p(Iv)4 A Ti(kallt)

T4 (varmt)

FIGUR 4: Sannolikhetsférdelningen for |v| for Maxwell-fordelningen, ritad for ndgra olika temperaturer. Hog
temperatur motsvarar mycket energi, s vi har anvént blatt for hogre temperatur, och rétt for 1dg temperatur.
(I vardagssammanhang anvander man ofta rott for ndgot varmt, varfor det?)

peraturer. Skillnaden mot en vanlig normalférdelning (som den endimensionella) dr att maximum é&r
lite “utsmetat” 4t hoger. Det kommer fran att man anvéander sfiriska koordinater for hastigheten i tre
dimensioner, och volymselementet dr da 47v2dv,., som vi visar i ndsta sektion.

Vi vet alltsd inte bara vad medelvirdet dr av hastigheten (eller farten), utan vi kan sdga hur manga
procent som har hastighet i ndgot intervall, och hur det beror pa temperaturen. Det hér later ganska
abstrakt. Kan man testa det? Ja, det finns s k. effusions-experiment dar man kan separera molekylerna
efter hastighet. De stimmer vil verens med Maxwell-férdelade hastigheter. 3

1.3 Maxwell-Boltzmann-fordelningen i tre dimensioner

I tre dimensioner har man i varje riktning z, y, z en endimensionell férdelning som vi hade tidiga-
re. Beteckna med v = (v, vy, v,) hastigheten i tre dimensioner hos en punktpartikel med massan
m. I en klassisk ideal gas med temperaturen 7' ges sannolikhetsfordelningen som produkten av tre
normalfordelningar, en i varje riktning:

) m \3/2 _mw2  mvy  mo?
p A% e ( ) e 2T [ 2kT e 2kT
kT
3/2 '"LV2
- (2”;T) e 5T (1.16)
™

2Den kallas ofta Maxwell-Boltzmann-férdelningen, men det ar béttre att skippa Boltzmann just hér sa man inte blandar
ihop det med “Boltzmann-férdelningen” som kommer senare.

*Om du vill veta mer, se t.ex. .165 i Fitzpatricks kompendium
farside.ph.utexas.edu/teaching/sml/sml.html, samt “Maxwells demon” i Gould &Tobochnik sektion 7.22 (i deras
version kallad “Chemical demon”).



Medelvirdet av en funktion f(v) berdknas enligt

1) = (gmz)”" [ 1ot a

2wkT

vilket ofta forenklas eftersom fordelningen ser likadan ut i alla riktningar i hastighetsrummet. T.ex.
berdknar vi enkelt v = v,i + v k + k. For v, far vi medelvardet

= = () [ S (i)™ [

1/2 [ me?
KQZT) / e_mdvz]
™ — 0o
- (2”;T) / Vg€ T dug
Tr — 00
_ o (1.17)

I forsta steget har vi utfort integralerna 6ver v, och v, vilka bdda ger virdet 1, och andra steget foljer
av att integranden dr en udda funktion. Alternativt kan vi identifiera fordelningen i z-led med en
normalfdrdelning, och vi ser i sa fall direkt att v, = 0. Det hér utgor en bekréftelse av det fysikaliska
argument vi gav tidigare att v; = 0.

Att jimfora med normalférdelningen ger ocksa ¢ = m/(2rkT), och ddrfor att o2 = v2 = % Om

det bara beror pa temperaturen ar det ﬂnpenbarligen lika i alla riktningar: v2 = v2 = vZ som vi ocksa

argumenterade for tidigare. Darfor ar v2 = 3v2 = 3kT/m.

Nu vill vi bestimma sannolikhetsfordelningen n(v) for farten v = v/v2 utifran den givna fordel-
ningen for hastigheten v. Vi uttrycker v i sfariska koordinater (v, vy, vy) i “hastighets-rummet”. Ett
infinitesimalt volymselement i sfiriska koordinater skriver vi som v2dv sin vy dvg dvy, (jfr uttrycket
r2dr sin 0 df d¢). Alltsd kan vi skriva

p(v)dv = (2 n;T) e T v2
T

Vi kan integrera over alla riktningar, dvs 6ver vinkelkoordinaterna, och fa ett uttryck som endast
innehéller beloppet (farten) v. Ingenting i fordelningsfunktionen beror pa riktningen (vg och vy), sa

vi behover bara utfora integralen
T 2
/ sin vy dvg/ dvg = 4m,
0 0

vilket dr arean hos en enhetssfar. Om vi utfor vinkelintegralen i bada leden av ovanstdende uttryck
har vi slutligen

sin vg dv dvg dvy.

m 3/2 5 _mv?
27rkT) ve” 2T dv (1.18)

Figuren i kompendiet visar n(v) for nagra olika temperaturer. Skillnaden mot en vanlig normalfor-
delning &r att maximum 4r lite “utsmetat” 4t hoger. Det kommer frén faktorn v2 i (1.18).

n(v)dv = 4w (

A1.4 Betrakta en endimensionell ideal gas bestdende av N = 5 partiklar, alla med samma fart v,
men med mdajliga hastigheter +v. Varje partikels hastighet dr oberoende av de andras. Vad ar
sannolikheten att alla partiklar ror sig i samma riktning?

A1.5 En mitningsbyra har telefonintervjuat folk och fragat vilket betyg de skulle ge en viss politiker
pa en skala 0-10. Betyget kom i tidningarna som “4 med en statistisk osdkerhet pa £1”. a) Om
man med statistisk osdkerhet menar standardavvikelse ¢ i normalférdelningen, gor en grafisk
uppskattning fran fig. 3 hur ménga procent som gav betyg fran 3 till och med 5. b) Om de gor
en till intervju med fler tillfragade och tidningarna nu skriver “4,4 med en statistisk osdkerhet
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pa £0,2”, kan du uppskatta hur mdnga ganger fler personer de har ringt? (Ledning: relativa
bredden dr proportionell mot 1/1/Niot.) ¢) Finns det ndgot exakt svar pé betyget, och hur skulle
man kunna fa veta det? Kan du komma pé nagot potentiellt problem med att anvianda normal-
fordelningen i det hdar sammanhanget?

A1.6 Ersitt de tillfrdgade i forra uppgiften med molekyler i en ideal monatomair gas i en dimension
och “betyget ganger 100 m/s” med hastigheten v, (t.ex. betyg 4 dr 400 m/s). a) Hur stor procent
av molekylerna har hastighet mellan 300 m/s och 500 m/s? b) Om gasen &r vid rumstempe-
ratur, uppskatta massan hos molekylerna. c) Kan du komma pa nagot potentiellt problem att
anvanda Maxwell-fordelningen i en riktig gas?

A1.7 Betrakta en gas av partiklar i tre dimensioner vars hastigheter ar Maxwell-férdelade.
a) Berdkna 7., medelhastigheten i x-led.
b) Berékna |7|, medelfarten.
c) Utifran detta, rakna ut for en ideal gas vid atmosfarstryck och rumstemperatur hur manga
gasmolekyler som tréffar en given viagg per sekund.
d) Vad dr mest sannolika farten? Hur mycket mindre eller storre dr den 4n medelfarten? Jamfor

ocksd med v,y frdn exemplet.

2 Fran termodynamik till statistisk fysik och tillbaka

Betrakta en gas instdngd i ett kdrl med volym V/, och 1at oss méta de termodynamiska egenskaperna
(P, T etc). Eftersom vi har sett att trycket P utgors av molekylstudsar mot kérlets vaggar forvantar
vi oss att trycket i sjdlva verket ar ett tidsmedelvdrde. Om vara méatningar kunde utféras under ett
mycket kortare tidsintervall, t.ex. emellan individuella molekylstudsar mot en végg, skulle vi se att
trycket dndras lite hit och dit men dr samlat kring ett medelvarde. Man sédger att egenskapen fluk-
tuerar. Med andra ord, om vi ritade upp métvérdet av P som en funktion av tiden skulle det vid
noggranna studier inte vara en rak konstant linje utan ha sma hopp upp och ned, som i fig. 5. Men

isolerat :
: reservoar
[ E M
t t
P YA
t t

FIGUR 5: Isolerade kontra slutna system. Vissa egenskaper fluktuerar i tiden.

inte alla egenskaper uppfor sig pa det hér viset. Antag t.ex. att vart kérl ar perfekt isolerat; eftersom
den totala energin dr bevarad sa kan den inre energin U inte d4ndras med tiden, utan har ett konstant
fixt varde som ges av partiklarnas energi £. Om vi i stéllet antar att kérlet &r i termisk kontakt och
jamvikt med en temperaturreservoar med temperatur 7' sa kan energi i form av varme transporteras
in till och ut frdn systemet, dvs systemets energi kan da fluktuera liksom trycket, sa U &r ett tids-
medelvirde. Var definition av termisk jamvikt, & andra sidan, medfor nu att temperaturen 7" har ett



fixt konstant virde.* Sammanfattningsvis kan man siga att de makroskopiska fysikaliska storheter
som kan fluktuera mikroskopiskt gor det. For att fa ndgon ordning pa det hér sd infor vi ndgra nya

begrepp.

2.1 Gaspartiklar och kvantfysik

Nu beskriver vi en ideal gas i ett isolerat system, dvs i den mikrokanoniska ensemblen. Som i forra
kapitlet vill vi studera ett system som bestar av [V fria (icke-viaxelverkande) partiklar i en kubisk lada
med sidan L, dvs med V = L3, men vi borjar fran ett kvantfysik- synsitt istdllet. Det &r som sagt i en
viss bemarkelse enklare att betrakta ett kvantfysiskt tillstdnd an ett klassiskt eftersom det bara finns
diskreta (stegvisa) tillstdnd.

Fria partiklar i kvantfysik kan ha den speciella egenskapen att de identiska, dvs. vi kan inte “num-
rera” eller “namnge” enskilda partiklar. Man kan uttrycka detta som att mikrotillstand déar partikel A
ar i tillstdnd 1 och partikel B i tillstand 2 &r samma mikrotillstind som det dar partikel A &r i tillstand 2
och partikel B i tillstdnd 1. Det gar i princip bra att prata om “identiska” saker i klassisk fysik ocksa,
ungefdr som nir vi pratade om tarnings-“tillstdndet” ((J,2)) som ett enda tillstdnd, ddr man inte skil-
jer pa att det tva tarningarna faktiskt 4r tva olika objekt som kanske har lite olika flackar och repor. °

P1 P2 P1 P2
partikel 1 partikel 2 Ad partikel 2 partikel 1
(a) Partikel 1 i (c) Partikel 2 i till-
tillstind 1 (rorelse- stdnd 1 och partikel 1
mangd p1), partikel 2 i tillstdnd 2.
itillstand 2.

FIGUR 6: Tvé konfigurationer men samma mikrotillstdind om partiklarna dr identiska.

Detta gdller for partiklar som é&r fria att rora sig i rummet. Partiklar som dr mer eller mindre
bundna till fixa punkter dr atskiljbara dven i kvantmekanik. (Exempelvis atomer i ett gitter i ett fast
dmne, de svinger kring jamviktspunkter men byter inte plats i gittret, darfor betraktade vi ocksa
atskiljbara partiklar i Einsteins fasta &mne.)

Ideal gas i den mikrokanoniska ensemblen

I det hér fallet da £ 4r en kontinuerlig variabel dr det anvandbart att inféra funktionen

I'(E) = antalet tillstdind med energi < E (2.1)
och tillstindstitheten T
9(E) = 1E (2.2)

“Man kan anknyta den hér diskussionen till den i kapitel 12; att vissa egenskaper dr mer “naturliga” &@n andra for att
beskriva ett givet system. T.ex. dr temperaturen T naturligt att ange for ett system i termisk jamvikt med ett annat system,
medan den inre energin U ur denna synvinkel blir mindre naturlig. For ett isolerat system &r U en naturlig egenskap,
medan 7" &r mindre naturlig.

°T klassisk fysik maste det betyda att de &r “tillrackligt lika” sa vi inte behover skilja dem at. Det som gor kvantfysik
enklare &r att man inte behover definiera vad “tillrackligt lika” skall betyda.
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sd att man kan rdkna ut antalet tillstdnd i intervallet E till F + dF som
Q(E till E + dE) = g(E)dE (2.3)

Om den totala energin F &r en kontinuerlig variabel skulle vi ha “odndligt manga tillstind”, men d&
kan vi istéllet definiera entropin i termer av tillstdndstatheten g(£) enligt

S=kplng. (2.4)

Vi skall nu studera [V fria partiklar i kvantfysik, dér vi specificerar tillstinden av med kvanttal,
dvs. heltal som specificerar t.ex. energin relativt nagon grundenergi Ey, som forut. Lat oss borja med
en partikel i tva dimensioner med energi E,,. Fran kvantfysik (“partikel i en 1dda”) har vi

h2

E, = Eg(n2 +n?) dir Ey= —— 2.5
n O(nx + ny) ar 0 SmL2’ ( )

:n2
dar h ar Plancks konstant. (Det skrivs ofta om med en annan konstant “h-streck”: h = 27h.) Vi
borjar med att observera att energin framfor dr samma for alla tillstdnd, sa det rdacker att rakna antal
heltalspunkter (n,n,). Vi approximerar antalet tillstdnd I' med arean }7n?, ddr 1/4 &r for att det &r

bara en kvadrant, se fig. 7.

A Ty

o o o o o

n==6
FIGUR 7: Energitillstdnd for en partikel i tvd dimensioner.

1 TE
I~ -mn?=-""
4™ T 4R,
sa med g = dI'/dE,, frén ekvation (2.2) far vi konstant tillstdndstathet, och entropin for en partikel
blir

(2.6)

2
S —kplng=kpln—— = kpln "E

: 2.7
4E0 2mh? ( )

dar L? 4r arean.

2.2 Ideal gas i den mikrokanoniska ensemblen, i 3D

For en gas av klassiska (dvs. inte kvantfysiska) partiklar maste vi ange varje partikels lage och ro-
relsemdngd. I kvantfysik beskrivs ett partikelsystem ddremot av en vagfunktion, vilken i sin tur ofta
karakteriseras av s.k. kvanttal (som &r heltal), t.ex. energi och rorelsemangdsmoment for partiklarna.
Det dr i en viss bemaérkelse enklare att specficera tillstdnd i ett kvantfysiskt system &n i ett klassiskt
system, eftersom det senare har kontinuerliga variabler (t.ex. hastigheten), s man maste inféra nagot
slags intervall for att skilja tillstdnden at, som i exempel 1.4, vilket man inte behover i kvantfysik dar
man redan arbetar med heltal.

Tillstdndet for en fri partikel i en kubisk lada med sidan L beskrivs med tre kvanttal (n,,ny, n,)
som alla &r positiva heltal, ¢ och energin for en partikel i tillstindet (n,, n,,n.) ges av uttrycket

h2n2
n = 2mL2

(n? + ni +n?). (2.8)

—n2

®Detta exempel, en fri partikel i en potentiallada med oandligt hoga vaggar, bor ni ha diskuterat pa en tidigare kurs,
fast da kanske bara i en dimension; det hér &r tre kopior av den utrdakningen.

11



Vi ser att partikeln har ett tillstdnd for varje heltalspunkt i en av oktanterna i ett tredimensionellt
kartesiskt koordinatsystem. Hur manga olika tillstind finns det for ett fixt varde pa €? Fragan &r

enhets-

volym \

7

FIGUR 8: Antalet prickar (tillstand) innanfor sfairen med radie € ar ungefér lika med hur ménga enhetsvolymer
som far plats i forsta oktanten (i den hér figuren &r de inte tillrackligt tatt packade for att det skall vara en bra
approximation).

svar att besvara exakt. Vi noterar att om n? r stort kan vi approximera n?, och ddrmed ¢, med en

kontinuerlig variabel. Vi sag tidigare att antalet tillstand i energiintervallet [e, € + de] dr g(e)de, dar
g(€) = dI'/de och T'(¢) dr antalet tillstind med energi mindre dn eller lika med e. Varje tillstand
kan sdgas uppta en enhetsvolym i koordinatsystemet, s& fér n? stort kan vi approximera I'(¢) med

en attondel av volymen av en sfir med radien n = /n2 +n2 +n2, dvs. I'(e) ~ 1/8 - (4/3)wn?.
Ekvation (2.8) ger

L
n=vn?= ﬂ(Qme)lm,
sa vi har ,
14mn 4TV 3/2

dar vi har anvént h = 2rh och V = L3. Vi deriverar for att fa g(¢), med resultatet

dl'(e |4
gle) = d(e) = 2wﬁ(2m)3/261/2. (2.10)

Vi ville nu inte studera en partikel i en lada, utan N stycken. Lat oss forst lata dem vara atskiljbara,
dvs. vi kan beteckna var och en med ensiffrai = 1,..., N. Vad ar I'(E, V, N), dvs antalet tillstand for
N fria partiklar i en (kubisk) ldda med volym V' och med total energi < E? Den totala energin skriver
vi som

al h?m?

1=
=n?2

dér n? betecknar n2 + n2 4 n? for partikel nummer i. Det verkar som om vi behover generalisera vért
resonemang for volymen av en sfdr i tre dimensioner till volymen av en “sfar” i 3N dimensioner.
Volymen av en sddan generaliserad sfir med radien n ges av uttrycket 7

23N /2
T 3NGBN2- D
dar vi for enkelhetens skull har antagit att NV dr jamt, sa 3/V/2 &r ett heltal. Om vi l6ser ut n ur (2.11)
far vi foljande uttryck for I'(E, V, N):

273N/ 2L\ *N
—3N 2L 3N/2
2 SNGNZ 1) < h ) (2mE)™

“se t.ex. Appendix 4A i Gould & Tobochnik, eller
en.wikipedia.org/wiki/Deriving_the_volume_of_an_n-ball

Van (n) 3N (2.12)
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FIGUR 9: Entropi for argon. Prickarna &r data fran Energildra (Beckman et al), forutom den vid noll och de tvé
i mitten pa gasform som &r interpolerade. Den heldragna kurvan &r ekvation (2.15). Zoomar man in ser man
att den korsar T-axeln vid T' = 0,2 K.

I hédrledningen ovan antog vi att vi kan skilja alla IV partiklarna dt. Det visar sig vara det enklaste
sdttet att rdkna med icke atskiljbara partiklar: antag forst att de dandd ar atskiljbara, och dela sedan
resultatet med antalet olika sétt vi kan numrera N partiklar, dvs vi maste dela med N!. (Det galler
bara approximativt, s.k. “halvklassiskt”. I Gould & Tobochnik diskuterar de i vilken bemérkelse det
ar en approximation.) Tar vi hdnsyn till detta far vi slutligen for antalet tillstind med energi < E:

1 Vv N (27Tm)3N/2 3N/2
Tillstandstatheten g(E, V, N) far vi genom att derivera (2.13) m.a.p. E, och logaritmerar vi och anvan-
der Stirlings approximation (se appendix i kompendiet) far vi slutligen f6ljande uttryck fér entropin:

V3 mE 5
Om vi stoppar in E = (3/2)NkpT i (2.14) far vi

vt = +g (2.15)
Det hir ar “absolut” entropi, ungefdr som absolut temperatur (Kelvin). Det dr samtidigt viktigt att
komma ihag att vi har anvént flera approximationer, bland annat att partiklarna &r fria (som vi gjorde

tidigare i klassisk mekanik) sd vi kan inte vinta oss att ekvation (2.15) kan anvédndas i annat &n just
ideala gaser.

S(T,V,N) = Nk <lnv+31 mhT 5> .

Exempel 2.1 Nu kan vi rikna om exemplet frin huvudkompendiet. I boken Energilira (Beckman, Grimuvall,
Kjollerstrom, Sundstrom) gdr man igenom hur man riknar ut entropidkningen for argon i klassisk termodyna-
mik utifrdn experimentdata nir man hettar det frdn 0 till 273 K frin fast dmne via smiltning (84 K), vitska,
kokning (87 K) och till gasform, se fig. 9. Totala entropiokningen enligt den utrikningen dr 153 J/(K- mol). Vad
ger formel (2.15) frin statistisk termodynamik for entropin vid 273 K?

Losning: Med T = 273 K, m = 40 u (18 protoner och 22 neutroner; atom-massenheten ir lu = 1.66-10~27
kg), h =1.05-10"3* Jsoch V = 0, 0224 m? (volym av en mol ideal gas enligt allmiinna gaslagen) fir vi absolut
entropi 153 J/(K - mol). Det stimmer med den klassiska utrikningen av entropiokningen om vi antar i den
utrikningen att entropin vid temperatur 0 K dr noll (pricken i origo i fig. 9). Notera att vi inte behdver anta
ndgot om entropin vid absoluta nollpunkten for att gora utrikningen i statistisk termodynamik.

I klassisk termodynamik betraktar man oftast skillnader i entropi och inte absolut entropi som hir. Man kan
d andra sidan inte lita pd ideala-gas-approximationen nira och under kokpunkten. Genom att anvinda absolut
entropi behdvde vi aldrig rikna ut entropiokningen genom smiltning och kokning utan kunde koncentrera oss
direkt pd gas-fasen.
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2.3 Entropi ar extensiv dven for slutna system

Entropin beter sig som en extensiv storhet. Men detta skall d&ven gélla om delsystemen inte dr iso-
lerade fran varandra, sd vi tilldter virmeledning. Energi i form av virme kan da transporteras mel-
lan systemen, men eftersom hela systemet &r isolerat sd &r £ = E4 + Ep bevarad, och vi skriver
Ep = E — E4. Genom att tillata att virme transporteras mellan systemen har vi 6kat antalet tillgang-

E4 Ep E4 Egp=FE—FEy4
Va Vs Vi 19, Vs
Ny Np Ny Np

(a) 2 isolerade delsystem (b) delsystemen i termisk kontakt

liga mikrotillstdnd, vilket nu ges av

Q= Q(E4,Va, Na)QE — Ea, Vi, Np)
Ey

dér vi summerar 6ver alla mojliga varden pa E4 (antag detta dr andligt for enkelhets skull). Eftersom
alla tillgdngliga mikrotillstand &r lika sannolika sa dr sannolikheten for att ett mikrotillstind har
energin F4 i delsystem A givet av

Q(EAa VAa NA)Q(E - EA, VB, NB)
Q

Om N ar stort varierar funktionen Q(E, V, N) starkt med E, och sannolikhetsférdelningen P(E,)
far en skarp topp vid ett visst varde E7 (det mest sannolika virdet). I den termodynamiska gransen
N — o0, N/V konstant, kan vi dédrfor ersdtta summan ovan med en enda term Q(E%, V4, No)Q(E —
E%,Vp,Np), och vi far

P(Es) =

S =~ an(EZ,VA,NA)Q(E — Ez,VB,NB) =S54+ 5B.

Vi har sdledes visat att i den termodynamiska gransen, ddr vi forvéintar oss att statistisk fysik skall
ge oss klassisk termodynamik, sd dr den statistiska entropin en extensiv storhet. Men det géller alltsa
bara i den termodynamiska gransen.

Nar vi vél har berdknat den statistiska entropin for ett system i den mikrokanoniska ensemblen
kan vi berdkna temperaturen och trycket via formlerna

1_(0sy P _/(os

T \OE)yy T \0V)py’
fran klassisk termodynamik, dér vi dterigen istdllet for U anvander symbolen E for att betona att det
ar den totala energin, som héar halls konstant.

A2.1 a) Rékna prickarna i figur 7. Stimmer de vdl med approximationen I' i ekvation (2.6)?
b) Rita en ny cirkel i figuren for n = 7. Definiera en “dimensionlos tillstdndstathet”

dU  dr de,

— T aien- 2
g0 dn  de, dn g coran

Det dr g som ér relevant for entropin, men gg ar lattare att lasa av i en figur. Kan du uppskatta
go? Stammer det 6verens med g i ekvation (2.7)?

14



A2.2 En endimensionell harmonisk oscillator &r t.ex. en massa med kraft som drar den tillbaka till ett
jamviktsldge, som en kula pa en fjader i mekanik, eller en molekyl i ett gitter i ett fast &mne.
I kvantfysik kan en sddan bara ta foljande energiviarden: E,, = hw(n +1/2),n = 0,1,2,...,
dédr w > 0 ar vinkelfrekvensen och i = h/(27) ddr h &r Plancks konstant. Betrakta ett system
bestdende av 4 st. dtskiljpara harmoniska oscillatorer, och bestdm antalet mikrotillstind med
energi < 4hw. Vad blir resultatet om oscillatorerna ar identiska, alltsa inte gar att skilja at?

A2.3* Anvind (2.14) och & = — (g—]*\q[) . for att bestimma den kemiska potentialen y for en ideal gas
som funktionav E, V, N.

A2.4 Betrakta ett system av 3V atskiljpbara harmoniska oscillatorer i den kanoniska ensemblen. Be-
rakna medelenergin FE och rita en graf av medelenergin som funktion av 7" for N = Ny, sd
energin blir foér en mol. Stimmer det med Dulong- Petits lag? Anvand geometriska summan

> 1

E "=—— forxz<1.
l1—2z

n=0

3 Tillimpningar pa partikelsystem
3.1 Ideal gas

Nu tillampar vi “receptet” fran forsta kompendiet, hur man raknar ut tryck och entropi fran kanonis-
ka ensemblen, pé en ideal gas i kvantfysik. Jamfor ndr vi anvdande den mikrokanoniska ensemblen.
Vi pdminner oss frdn ekvation (2.8) att en enskild partikel med massan m i en kubisk ldda med
sidan L kan befinna sig i tillstdnd representerade av tre kvanttal (n,,n,, n.) (alla tre positiva heltal),
med motsvarande energi
h2

= QL2

(n? + nZ +n?). (3.1)
—_————
=n?2

(vi skriver n for alla tre heltal och har stoppat in & = h/(2)). Tillstindssumman for en enskild
partikel blir d&

2 = 21,2121 = (Z1,)°

eftersom de dr oberoende. Vi berdknar Z;, med en approximation liknande den vi anvinde for
mikrokanoniska ensemblen. Infér konstanten o = Sh?/(8mL?):

Zip = Ze—an2 ~ Ze—anQ ~ / e—axde
n=1 n=0 0
1 /n 2mm 1/2
SN <5h2> . (3:2)

For makroskopiska system och ej alltfor laga temperaturer kan vi bortse fran 1:an i forsta approxi-
mationssteget. Vi har sedan approximerat en serie med en integral, och anvant gaussintegralen. Vi
skriver V = L3 och far

3/2
27””) . (3.3)

— 73 _
Zl = le, =V (W
Om vi for ett 6gonblick antar att vi kan betrakta partiklarna i gasen som atskiljbara s far vi tillstdnds-
summan som Z{¥. Diskussionen i tidigare avsnitt galler dock fortfarande, vi maste for att fa ratt svar
behandla partiklarna kvantmekaniskt, dvs som oskiljbara. For att kompensera for att vi overrdknar

tillstand kan vi igen approximera det exakta svaret med

VN <27rm> 3N/2

1
Z(T,V,N)%*(Zl)N:ﬁ Bh?

Vi (3.4)
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Utifran detta uttryck kan vi enkelt bestimma den fria energin enligt Helmholtz:

N_ 2
A= —kgTlhZ = —kgT (N InV — In(N!) + 37 In 57;:;)

och dérifran trycket, enligt receptet. Vi behover bara derivera forsta termen som &dr den enda som
beror pa volymen:
0A

v

Vi har harlett allménna gaslagen igen! Det dr enklare i kanonisk &n i mikrokanonisk ensemble, vi
slapp sfdrerna.

Resultatet skiljer sig fran det i grundkompendiet bara genom en faktor 1/h, som alltsa fattades
déar. Det &r ju inte s& 6verraskande att Plancks konstant fattas i ett rent klassiskt uttryck. Men man
kan tdnka sig att forst gora den hér klassiska utrdkningen, sedan argumentera via Heisenbergs obe-
stimdhetsrelation, som foljer. Enligt denna kan vi inte bestdimma lédge och rorelsemangd med godtyck-
lig noggrannhet samtidigt, och hur noggrant vi kan bestimma bada storheterna samtidigt anges av
Plancks konstant i enligt AzAp 2 h. Vi kan tolka detta som att vi (med lite datorterminologi) har en
maximal “uppldsning” av zp-planet med “pixlar” av area ungefar h, och nér vi raknar tillstdnd bor
vi darfor dela integralen 6ver x och p med h. Denna modifikation ger precis det tidigare uttrycket.

N
P = <—k:BTV> = PV = NkpT

z Pz
»?

Nu noterar vi vad sannolikhetsfordelningen blir for en klassisk fri partikel i en dimension:

Ploe L s _ 1 -
(x,p) - Zklassiske ™= Zklassiske :

Om vi integrerar over laget for att fa sannolikhetsfordelningen for hastigheten blir resultatet ex-
akt Maxwell-fordelningen. Med hjédlp av klassisk statistisk fysik i den kanoniska ensemblen har
vi har alltsa lyckats hirleda hastighets-fordelningsfunktionen vi borjade med. Vi kan ldsa av o, =

kT /m.

I appendix A.4 visar vi att

1l (— —= 1

ddr o som i tidigare kapitel dr standardavvikelsen. Omviént har vi
orp = VET?Cy. (3.6)
Viérmekapaciteten hos ett system ér alltsa direkt relaterat till “bredden” hos energifluktuationerna.

3.2 Bevis av ekvipartitionsteoremet

Vi anvédnder den klassiska tillstdindssumman som vi betecknade Zyjagisk 1 kompendiet men inte rik-
tigt sade vad den var. Betrakta N klassiska partiklar med total energi given av en funktion av partik-
larnas tillstdnd, dvs ldgen och rorelsemangder:

E(r17r27"'7rN7p17p27"'7pN)
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Den klassiska tillstdndssumman for systemet ges som (vi skriver inte ut “klassisk” nu):
7 = /e‘ﬂE(rl"“’pN)drl ...drydpy...dpn (3.7)
och medelvardet av en godtycklig funktion f(ri, ..., py) berdknas enligt

- 1
f= 7 / fry, ..., pN)e_BE(rl’“"pN)drl ...drndp1...dpN (3.8)

Ekvipartitionsteoremet: Om en frihetsgrad forekommer endast kvadratiskt, och endast i en term i E, s
ir medelviirdet av den termen 1kT.

Med en frihetsgrad menas t.ex. z-koordinaten eller y-komponenten av rorelsemidngden for en
partikel. For en fri partikel bidrar frihetsgraden p, med termen pz /2m till den totala energin E, vilket
ar en kvadratisk term och man kan darmed dra slutsatsen att

2
1
Py Zgr

2m 2

For en partikel i en fiaderpotential med fjaderkonstanten r bidrar frihetsgraden = med termen 1 xz?

till den totala energin, vilken dven den &r kvadratisk, och ekvipartitionsteoremet sdger da

1 1
—kx? = =kT.
2 2

Man bor vara medveten om att begreppet frihetsgrad har vidare betydelse dn bara lidge och rorelse-
méangd, och kan t.ex. vara en rotationsvinkel for en stel kropp.

Vi visar ekvipartitionsteoremet i det begransade fallet ddar de enda frihetsgraderna ar lagen r; och
rorelsemédngder p; for ett antal klassiska partiklar, och vi kan skriva den totala energin £ som

2
p
E(rlv"'erapla"'va) = ﬁ +El(r1>"'7rN7p1y1p1z7p27"'>pN)
i

=€

1 [ o
e =5 / ce Pedpy, / e PEdry ... drndpyydpr.dps . .. dpy
—0o0

2

2 P1
0o pi, —BEz
f—oo am€ " dp1a

. o
f—oo e "2 dpiy

d oo Piy
= —a—ﬁln [/_Oo e_’82mdp1$]

_ 9 [(27;")1/2]
1
283
- %kT (3.9)

Det forsta steget dr bara definitionen av medelvérdet, och vi har anvént att alla koordinater och
rorelseméngder dr oberoende for att lyfta ut integralen 6ver pi,. I andra steget har vi anvént att
de resterande integralerna exakt tar ut motsvarande faktorer i tillstdindssumman, och i tredje steget
antar vi att vi kan flytta ut en derivata m.a.p. 8 utanfor integralen. Resten foljer av vardet pa den
aterstdende gaussiska integralen.
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3.3 Entropi och informationsteori

Vi hade ett fint uttryck for entropin S i den mikrokanoniska ensemblen: S = kIn {2 dér alla mikro-
tillstand var lika sannolika. Men det gér inte att anvdnda direkt i den kanoniska ensemblen, dar vi
istallet pratar om sannolikhet p,, som beror pd temperaturen (Boltzmannfordelningen), sé vi vill ha
ett uttryck for entropin S'i p,, istdllet. Anvand Gibbs 1:a ekvation med P for trycket TdS = dU + PdV.
Med identifikationen U = F kan vi skriva

dU=dE=d) Ewpy=) pudE,+ ) Eudpy,
n n N

vilket relaterar forandringar i totala energin hos mikrotillstdnden och i Boltzmannférdelningen, till
forandringar i E. Studera specifikt férandringar i £, pga en fordndring i volymen, d& har vi dE,, =
4Bn gV = —P,dV (ddr P, &r trycket i tillstdnd n), som vi kan stoppa in ovan och ger medeltrycket P
(i princip P, men vi brukar definiera makroskopiskt tryck som medeltryck). Jamforelse mellan

dU = Endp, — PdV
och TdS = dU + PdV ger identifikationen
TdS = Endpn.
Fran Boltzmannfordelningen ser vi Ex = —kT'(In Z + In p,,), och insédttning i uttrycket ovan ger
TdS = —kTInZ» dp, — kT Inpndp,.

Eftersom ), p, = 1sagéller0=d)_ p, =), dpn, vilket ger

ds = —k Z In p,dpp,.

Det hér ar precis —kd()_,, pn Inpy), vilket vi ser om vi anvédnder produktregeln:

d (an lnpn) = Z(dpn) lnpn + Z dpn

n

och den andra termen &r noll enligt argumentet ovan. Slutligen kan vi integrera dS till S och vi har
kommit fram till uttrycket for entropin i den kanoniska ensemblen

S=-kY palnpy (3.10)

Det hir uttrycket dr det man brukar utgad ifrdn i s.k. informationsteori, som handlar om statistisk me-
kanik och signalbehandling. Som vi tyvirr inte har tid att prata mer om hér.

Notera att (3.10) 4ven ger entropin i den mikrokanoniska ensemblen som ett specialfall, dér p,, =
% for alla mikrotillstdnd n, och antalet mikrotillstind (och darmed antalet termer i summan) ar §2.

®Men vi kan ju inte undgd att ndmna det eftersom Harry Nyquist var frén Virmland, se
http://en.wikipedia.org/wiki/Information_entropy och Shannon-Nyquist-entropi.
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4 Einsteinmodellen

(Du har redan varmt upp for det hdar om du gjort uppgifterna ovan.) Kristallina dmnen dr &mnen med
kristall/ gitter-struktur, t.ex. de flesta metaller i fast form, men dven keramiska material (isolatorer).
Deras varmekapacitet vid rumstemperatur, och 6ver, foljer Dulong-Petits lag som sédger att Cy =
3Nk, ddr N ar antalet frihetsgrader (i princip, antalet joner i ett kristallgitter) i &mnet. Detta beteende
upptdcktes forst empiriskt, och forklaras av ekvipartitionsteoremet i klassisk statistisk fysik. Vid laga
temperaturer avtar dock varmekapaciteten, vilket inte kan forklaras med klassisk termodynamik.
Metaller uppvisar typiskt beteendet Cy o< T for 14ga T, medan for isolatorer giller Cy o< T°.

Einsteinmodellen frdn 1907 &r en vildigt enkel modell for hur ett fast &mne ser ut. Man antar att
dmnet bestdr av N fria atskiljbara partiklar, som var och en beter sig som tre oberoende harmoniska
oscillatorer. Vi kan dérfor tinka oss modellen som bestdende av 3NV frihetsgrader som var och en
kan befinna sig i nigot av ett upprikneligt antal tillstdind n = 0,1,2, ... med energi ¢, = hw(n + 3).
Resten av avsnittet dr dgnat dt att berdkna varmekapacieten i Einstenmodellen.

Vi beskriver systemet i den kanoniska ensemblen. Eftersom de tre frihetsgraderna i varje gitter-
punkt dr oberoende, och p g a att vi behandlar dessa som atskiljbara, s kan vi skriva tillstdindssum-
man som

Zsn(T) = (Z(T))*N

och det enda vi behover bestimma ér tillstindssumman for ett system med en frihetsgrad:

e—hw/2kT
Z0(T) = /2T Z ~he/KT
T 1 _ e—hw/kT

(se uppgift tidigare), och for 3V frihetsgrader far vi darfor

o—3Nhw/2kT

Z3n(T) = (1= e w/FT)3N°

Medelenergin ges av

]
Il

—aaﬁln (Zsn(T))

3N hw [; + 1] (4.1)

ehw /KT _ |

Virmekapaciteten Cy ges av Cy = (%%),,, och om vi anvinder U = E blir resultatet

(4.2)

2 hw/ET
Cy —3Nk;<h‘*’> ( €

kT ) (ehw/kT _ 1)2

Nu studerar vi hur vart utrdknade Cy beter sig i granserna 7' — 0 och 7" — oo. Undersok forst
gransen da 1 < 1. Taylorutveckling ger e ~ 1 + z, s&

5 €F _ ol+x
o (69”—1)2_% x2

+0(z) =1+ 0(2)

dir O(x) betyder “termer av ordning x”, sa vi har visat
Cv ~ 3Nk, hw/kT < 1 (4.3)

vilket staimmer valdigt val overens med det observerade beteendet (och resultatet fran klassisk sta-
tistisk fysik). I den andra gransen anvénder vi att e* — 1 ~ e” for stora x, och darmed

2€" o o
wmwﬂfegﬁ xre
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2

Cy ~ 3Nk (Z;) eTM/RT 0, hw/KT > 1. (4.4)
For ldga temperaturer avtar varmekapaciteten mot 0, till skillnad mot vad klassisk statistisk fysik
forutsdger. Men den avtar for snabbt jamfort med det observerade beteendena Cy ~ T och Cy ~ T3.
Egentligen &r ju inte oscillatorerna oberoende, och tar man med det i berdkningen (Debye-modellen,
frdn 1912) far man bittre beskrivning av varmekapaciteten vid 1dg temperatur. Men Cy-kurvorna
i Einsteinmodellen och Debyemodellen ser forvanansvart lika ut, och vi har i alla fall sett nagot
nagot viktigt fran kvantfysik som man kan maéta i experiment, att virmekapaciteten avtar vid lag
temperatur.

5 Magnetiska system

System av N fria spinn

Man kan tycka att Bernoulliprocesser ar alltfor enkla for att ha ndgon direkt betydelse for fysikaliska
system, men faktum &r att den enklaste modellen for magnetism i kristallina material beskrivs med
hjalp av en Bernoulliprocess. Vi introducerar darfér vad som brukar kallas ett system av N fria spinn.
I klassisk fysik dr det analogt med sméd kompassnélar som var och en har ett magnetiskt moment [i och

dérmed har potentiella energin Epo, = —fi- B = —uB cos §, dir 6 ar vinkeln mellan magnetfiltet och
nalens riktning. Den hér funktionen av 6 har ett minimum for § = 0, sd kompassnélen stéller in sig
utefter magnetfiltet, och energin dr da Ej,oy = —puB.

Kvantfysiskt kan spinnet bara anta tva varden: spinn upp (1) och spinn ner ({), dvs. spinnet kan
peka antingen upp eller ner lings nagon given riktning som man har tankt méta utefter (vanligtvis
orienterar man koordinatsystemet sa att detta &r z-riktningen). Vi antar for ndrvarande att spinnen
ar atskiljbara® s& betrakta N stycken spinn och numrera dessa fran 1 till N. Har de tva spinntillstdnd
kallas de “spinn %-partiklar ”. Vi visualiserar t.ex. alla mgjliga konfigurationer med N = 3 fria spinn
dér n = 1 spinn pekar upp som

T LT LT

Varje spinn har alltsd ett magnetiskt moment p. Om vi lagger pa ett yttre magnetfalt riktat uppat (i
positiva z-axelns riktning) med styrkan B sd har ett spinn som &r riktat uppat energin —u B, och ett
spinn som dr riktat nedat har energin pB, sa uppat ar att foredra energimassigt, helt enkelt for att
magnetféltet pekar uppat. Om B = 0 antar vi att varje spinn kan vara riktat uppat eller neddt med
lika stor sannolikhet, 3. Om & andra sidan B # 0 sd 4r sannolikheterna for att hitta ett spinn upp
respektive ner olika. Vi kan d@nnu inte bestimma pa vilket vis de d@ndras (men vi skall titta mer pa
det), sd tillsvidare antar vi att sannolikheterna for spinn upp resp. ner dr presp. ¢ =1 —pda B # 0.

Det visar sig praktiskt att till varje spinn, t.ex. nr. ¢, associera en variabel s; som &dr +1 om spinnet
ar riktat upp, och —1 om det &r riktat ned, dvs den dr positiv med sannolikhet p och negativ med
sannolikhet ¢. Energin for det spinnet kan da skrivas som ¢; = —uBs;. Med den hér notationen ges
totala energin for systemet av [V fria spinn av

N N
E=) e¢=-uBY s;=-BM (5.1)
=1 =1

Beroende pa dina forkunskaper kanske du tycker det later markligt att vi ens tanker forsoka numrera kvantmekaniska
frihetsgrader, men dven i grundkompendiet beskrev vi kvantmekaniska partiklar som “satt fast” pa bestimda punkter i ett
kristallgitter, och ddrmed kan skiljas at (vi kan t.ex. numrera punkterna i gittret, och vi antar att partiklarna inte kan flytta
sig mellan olika gitterpunkter). Ordet “fria” i det hdar sammanhanget betyder alltsd inte att spinn-frihetsgraderna é&r fria
att rora sig hur som helst, utan att det inte verkar nagra krafter mellan olika spinn. Det faktum att fria identiska partiklar
kvantmekaniskt dr oatskiljbara har dnda stora konsekvenser for statistisk fysik, och dr nagot vi aterkommer till senare i
kursen.
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dér vi har introducerat systemets magnetisering

N

M=pu Z S (5.2)

=1

Kopplingen till Bernoulliprocesser dr uppenbar: métning av ett spinn dr en Bernoulliprocess. Fragan
“vad dr sannolikheten att hitta precis n spinn upp i ett system med N fria spinn?” dr ekvivalent med
frdgan “vad &r sannolikheten att precis n steg i en N-stegs promenad sker at vanster?” sd svaret &r
Px(n) = (M)p"gN~", dvs binomialfordelningen.

Exempel 5.1 Vad dr medelviirdet av M i ett system av N fria spinn?
Det ir instruktivt att losa detta pd tod siitt.

1. Notera forst att

N N
72#281' Zuz?i.
i=1 i=1

Varje spinn dr oberoende av alla andra, och s; = +1 med sannolikhet p resp. ¢ = 1 — p. Medelviirdet ges alltsi
av 5; = p — q = 2p — 1. Speciellt giller detta forallai =1,... ,N,sd51 =53 = ... =SSN =p—¢q =: 3.
Resultatet dr alltsd

M = uNs = puN(p—q) = uN(2p—1). (5.3)

2. Om n av variablerna s; tar virdet 1, och resten (N-n) tar virdet —1 sd blir magnetiseringen M = M,, :
w(n— (N —n)) = u(2n— N). Vivet att sannolikheten att hitta precis n spinn upp ir Pn(n) = (]X)p”q(N_”),
sd vi kan berikna medelvirdet av magnetiseringen enligt

M = > M,Py(n)
N
N! n N-—n
= MZ(%—N)in! &'

= 2uzn ,pq —MNZn, ,pq o (5.4)

Summan i den andra termen mdste ha virdet 1 for det dr summan av alla sannolikheter Py (n) (se appendix A.1
for mer detaljer), och for att berikna den forsta summan noterar vi foljande “derivata-trick” som vi anvinde i
grundkompendiet for integraler:

n=0 n=0
Med andra ord giiller
N N
N! n Nen _ O N\ n Non O N _ N-1 _
T;nn!(N_n)!pq —papr;(n)pq =g+ 0" =pN@p+9" =pN

diir vi i sista steget har anvint p + q = 1. Insiittning i (5.4) ger samma resultat som i foregdende metod, dvs
M = uN2p —1) = uN(p — q). Som forvintat fir vi M =0omp = q = % och M = £uN om p = 1 resp.
0.
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Exempel 5.2 Betrakta ett system av N = 5 fria spinn dir vi fixerar den totala energin till E = pB (dvs vi
specificerar makrotillstindet E = nB, N = 5), bestim motsvarande ensemble.

Det hir dr mikrokanoniska ensemblen. Kom ihdg att energin ges av E = —uB Zf\i 1 Si, dvs fOr att energin
skall vara ;B sd mdste det finnas ett “netto-spinn” ner. Ensemblen dr alltsd mingden av mikrotillstind med
tre spinn ner och tvd upp, dvs

{0 ML T P P, A, LA I WA, I

Exempel 5.3 Bestim Boltzmannfordelningen samt tillstindssumman for N = 3 fria spinn.

Boltzmannfordelningen dr den som tillhor den kanoniska ensemblen (jfr. grundkompendiet). Vi numrerar
elementen i den kanoniska ensemblen frdn 1 till 8 enligt

1, ML, N, I L I W W)
= N~

n=1 n=2 n=3 n=4 n=5 n=6 n=T7 n=8
Den totala energin ges av E = —puB Y% _| s, sd i de tillgingliga mikrotillstanden har vi
E1 = —3,1,I,B7 E2 = E3 = E4 == —/LB, E5 = E6 = E7 = IU,B, Eg = 3/1,B

Tillstandssumman ges av

8
7 = Ze—ﬁEn
n=1

= B L 3B | 3o PuB | o—30uB

_ (eﬁuB + e—BuB>3

= (2cosh (BuB))?.
dir vi anviinde definitionen coshx = (e + e~") /2. Slutligen kan vi bestamma sannolikhetsfordelningen
e3BuB eBuB
P = 3, Pr=P3=P = 3
(2cosh (BuB)) (2cosh (BuB))
¢—BuB ¢—36uB

(2 cosh (B,LLB))“37 ° (2 cosh (5#3))3

Det dir virt att studera hur fordelningen vi just bestdmt beror pi T, dvs (3. Sannolikheten P, anger hur
sannolikt det dr att vi finner mikrotillstdndet n om vi tittar efter vid ndgon tidpunkt. Om temperaturen ir hig
forvintar vi oss att att det dr relativt sannolikt att hitta ett mikrotillstdind med hog total energi och, vice versa,
om temperaturen dr ldg forvintar vi oss att det ir ytterst osannolikt att hitta systemet i ett mikrotillstind
med hog total energi. Speciellt ir det rimligt att alla mikrotillstind dr lika sannolika i grinsen T — oo,
och att endast mikrotillstindet med ligst energi dr mojligt i griansen T' — 0. Figuren nedan visar grafiskt
Boltzmannfordelningen for f = 0o, 0 < 3 < 0o, och 3 = 0.

Vi visar resultatet i de bdda grinserna.

e Pbn 1 1

P, = = lim P, = —
(PnB 4 o—0uB)® | Bm0 " (14173 8

och
0 for £, > —3uB

lim P. = i —B(En+3uB) _
el ol 1 for E, = —3uB

B—o0 B—00
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Exempel 5.4 Bestim E i systemet av N = 3 fria spinn.

Vi anvinder forst definitionen av medelvirde, sedan jimfor vi med tillstindssumman. Definitionen, och
Boltzmannfordelningen frin exempel 5.3, ger

8 8
E = Y E.P= 1 > Epe P
n=1 Z n=1

(—3uB)e3PrB 1 3(—uB)ePHB 4 3(uB)e PHB 4 (3uB)e 31B

(2cosh (BuBB))”
3 Begﬁ,u‘B _|_ eB/J'B — 6_6.“‘3 — 6_36#3
- (2cosh (B:B))°

(eﬁuB _ e*b’uB)(eﬁuB 4 e*ﬁu3)2
(ePHB 1 o—BrB)3

eBuB _ o—BuB

2sinh (BuB)

2 cosh (BuB)

= —3uBtanh (SuB)

= —3uB

= —3uB

dir tanh x = sinh x/ cosh x. Om vi istillet anviinder tillstandssumman frdan exempel 5.3 fir vi samma sak:

E = —;ﬁan:—;BBIH(QCOSh(BuB))

%QCOSh(ﬁuB)
" 2cosh (BuB)
2uB sinh (SuB)

2 cosh (BuB)

= —3uBtanh (SuB)

Nu kan vi bestimma virmekapaciteten for virt spinn-system, berikningen dr rittfram och vi ndjer oss med att
visa resultatet.

o — 3(uB)?
Y kTZ?cosh (uB/kT)’

Figuren nedan visar kvalitatiot hur medelviirdet av energin, E, och viirmekapaciteten beror pd temperaturen.

Vid ldga temperaturer domineras Boltzmannfordelningen av konfigurationer (mikrotillstind) med 14g ener-
i, vilket motsvarar mikrotillstind dir en majoritet av spinnen pekar upp. Di T — 0 ser vi att E — —3uB,
vilket dr det ligsta virdet pd energin, eftersom sannolikheten for alla andra mikrotillstind forsvinner (jfr. ex-
empel 5.3). Di temperaturen okar blir det mer och mer sannolikt att spinnen pekar upp, och i grinsen T'— oo
blir E = 0. For viirmekapaciteten noterar vi att den gdr mot 0 di T — 0. Det hiir egenskapen observeras i
system med ett dndligt antal tillstind (i motsats till t.ex. ideal gas).
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—3uB 0 T
(f) E = U som funktion av T (h) C, som funktion av T'

Exempel 5.5 Bestim entropin for virt exempelsystem av N = 3 fria spinn.

Eftersom P, = e~Fn / (2 cosh (BuB))® har viIn P, = —BE,, — 31In (2 cosh (8uB)), och frin “informa-
tionsentropin”

8 8
S=-kY PyInP,=—kY» Py[-BE,—3In(2cosh (8uB))]
n=1 n=1

Summan Gver den forsta termen ger k3E, medan den andra termen ger 3kIn (2 cosh (BuB)) (pga ., P, =
1), dvs
S = 3kIn (2cosh (BuB)) — 3kBuB tanh (BuB).

Entropins temperaturberoende ser ut sd hir:

Vi ser att limp_,o S = 0, och limy_,, S = 3k1n 2, detta eftersom den andra termen forsvinner i hogtem-
peraturgrinsen. Det iir lika med k1n23 = kIn8, for att det finns dtta tillstdnd som alla iir lika sannolika vid
mycket hog temperatur.

Exempel 5.6 Berikna Helmholtz fria energi for N = 3 fria spinn.

Vi har redan beriknat tillstindssumman i exempel 5.3, sd resultatet blir direkt

F = —3kTIn (2cosh (uB/kT)) = —Zln (2 cosh (BuB)).

Vi kan beriikna entropin igen via S = —0F /0T, vilket dir betydligt enklare iin att anvinda den mikrokanoniska
ensemblen, och resultatet blir identiskt med det i exempel 5.5.
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6 Stor kanonisk ensemble

Vi har hittills bara studerat system déar antalet frihetsgrader IV &r bevarat, dvs system som termody-
namiskt motsvarar slutna system. Men vissa fenomen bygger pd att systemet kan utvéxla partiklar
(frihetsgrader) med en reservoar, vilket man kan uttrycka som att frihetsgrader kan “skapas” och
“forintas” i delsystemet (ndr de egentligen transporteras fran eller till reservoaren). Den vanligaste
ensemblen i ett sddant ssmmanhang ar den stora kanoniska ensemblen, som &r definierad for fixa vér-
den pd T, V och p (den kemiska potentialen). Termodynamiskt motsvarar detta ett system som éar
i kontakt med en generaliserad reservoar med vilken systemet kan utbyta vdarme och frihetsgrader
(partiklar), sdledes maste vi tillata mikrotillstind med olika viarden pa E och N, dvs bade energin
och partikelantalet fluktuerar.
Sannolikhetsfordelningen i den stora kanoniska ensemblen ges av

P, = %e*fﬂ(EnfﬂNn) 6.1)
vilket kallas Gibbsfordelningen, dar
Z = Z e—ﬁ(En_liNn) (62)

kallas den stora tillstdindssumman. I uttrycken ovan betecknar n ett mikrotillstdnd i den stora ka-
noniska ensemblen, vilket alltsa d&r méngden av alla mikrotillstdind forenliga med en given volym.
Speciellt maste vi tilldta mikrotillstand med godtyckligt antal frihetsgrader. Om vi med C'y menar
den kanoniska ensemblen for ett givet system bestdende av N partiklar och med fix volym V sa ar
den stora kanoniska ensemblen K alltsa unionen av alla C'y for olika mdjliga varden pa N:

K=ChuCiUCyuU...UCnU...

Beroende pé det specifika systemet vi studerar sa behover det inte vara sd att det finns mikrotillstdnd
for godtyckligt varde pd IV, utan ibland &dr dven den stora kanoniska ensemblen en dndlig méngd.
Aven nir det finns mikrotillstdnd for godtyckliga N sé forenklas ofta bestimningen av ensemblen,
och berdkningen av motsvarande tillstindssumma, av att frihetsgraderna &r identiska bosoner eller
fermioner vilka, som vi skall se, uppfyller vad som kallas Bose-Einstein- respektive Fermi-Dirac-
statistik. Om vi introducerar fugaciteten z = e~°* kan vi skriva om (6.2) som

Z(T,V,2) = > Ne PP =3 " Z(T,V,N) (6.3)
N ny N

dar ny betecknar ett mikrotillstand med N frihetsgrader, och Z(T', V, N) dr den kanoniska tillstands-
summan for givna 7', V, och N.

Det finns dven en termodynamisk potential associerad till den stora kanoniska ensemblen, den
stora kanoniska potentialen (eller Landaupotentialen):

E=—kT'lnhZ.

Utgédende frdn = kan vi berdkna termodynamiska egenskaper enligt

— 0

N = ——X=(T
o (T, V, 1)
0 _

S —ﬁu(TﬂCN)
0

P = — 25T
8‘/ ( ’V)/“’L)
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Exempel 6.1 Tag ett system att vara en gitterpunkt i ett kristallgitter som antingen dr tillsatt av en elektron
(som har spinn %), eller iir ledig. Om gitterpunkten ir ledig si iir energin for vdrt system A, sitter diir en
elektron sd dr energin —A. Givet att vdrt system dr i jimoikt med resten av kristallgittret, vilket kan betraktas
som en generaliserad reservoir med temperatur T och kemisk potential i, bestim den stora kanoniska ensemb-
len och stora kanoniska tillstandssumman.

Ensemblen dr
® 9 Y
)
n=l pn=2 n=3
dir det forsta mikrotillstindet motsvarar att gitterpunkten dr ledig, och de bida dvriga tillstdnden motsvarar
elektronens tvd mojliga tillstdnd spinn upp och spinn ner. Energierna for mikrotillstdnden dr enligt uppgift

Ei=A, By= A, By=—A

vilket ger den stora kanoniska tillstdndssumman
3
z - Z e BEBn—pNn) — =BA | —B(=A-p) _ —B(=A-pn) _ —BA | 9 B(A+p)
n=1

Vi beriiknar snabbt N:

2eB(A+p)
e—BA 2eB(A+p)

3 3
_ 1 _ _
N=) anPn = gzl Ny~ =ifie) —
n— n—=

Igrinsen T — Oserviatt N — 1om2A +pu > 00ch N — 00om2A +pu <0 (N —2/30om2A + =0
precis). I griinsen T — oo har vi N — 2/3.

Varfor mdste vi dela upp det i tvd fall for T — 0?2 Sannolikheterna P, beror pd kombinationen E,, — uN,,.
Den kombinationen ir A for tillstdand n = 1, men den dr —A — p for tillstdnd n = 2 och 3. Om p < —2A dr
den senare kombinationen ligre dn den forra, sd dd har tillstdndet utan ndgon elektron har storre sannolikhet
in de med elektron i grinsen T" — 0, trots att de senare har ligre energi.

6.1 Oskiljbara partiklar, bosoner och fermioner

Vi behover ldra oss lite mer om hur kvantmekaniska partiklar beter sig for att komma vidare.

Ensembler for oskiljbara partiklar

Kom ihag att identiska fria partiklar i kvantmekanik ar oskiljbara dvs om, i ett system av partiklar,
partikel 7 &r i tillstdnd n; och partikel j &r i tillstand n;, sa dr detta samma mikrotillstdind som nér
partikel ¢ &r i tillstdnd n; och partikel j ar i tillstdnd n; (forutsatt att mikrotillstdnden i 6vrigt ar
identiska). I synnerhet betyder detta att vi inte kan numrera eller namnge individuella partiklar i ett
system. Om vi betraktar ett system av 3 stycken fria spinnvariabler, ddr dessa nu d@ven antages vara
fria att rora sig i rummet (t.ex. kan vi tdnka oss ett antal icke-vixelverkande elektroner som ror sig
fritt) sa galler
TH=T=0T tH==0HT

Den kanoniska ensemblen har darfor endast 4 element for oskiljbara spinn, till skillnad mot N = 3
atskiljbara spinn dédr den kanoniska ensemblen har 8 element.

Hur beskriver vi ett mikrotillstand for ett system av oskiljbara partiklar? Antag att varje partikel
kan befinna sig i ett upprakneligt antal tillstdind som vi betecknar ett heltal p. Vi kan inte beskriva
ett mikrotillstdnd genom att, som tidigare, ange att partikel 1 befinner sig i tillstdind p;, partikel 2 i
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tillstand po, etc. Istdllet kan vi endast ange hur manga partiklar som befinner sig i, eller “ockuperar”
eller “befolkar” eller “besétter”, ett givet tillstand. Definiera darfor

n, = antalet partiklar (eller frihetsgrader) i tillstdnd p

vilket kallas besittningstalet. Om vi anvander den mikrokanoniska eller den kanoniska ensemblen sd
ar antalet partiklar, IV, konstant, och vi maste darfor krava

N=Y"n, (6.4)
p

dér vi summerar 6ver alla mojliga tillstdnd for en enskild partikel. Ett mikrotillstdnd specificeras av
antalet partiklar i var och ett av enpartikel-tillstinden, dvs av mangden av alla besittningstal, {n,}.
Om energin for en partikel i tillstdnd p &r €, kan vi skriva den totala energin for ett mikrotillstand
specificerat av besdttningstalen {n,} som

E = Z Np€p (6.5)
p

Vi kan nu ge enkla regler for hur vi beskriver de mikrokanoniska, kanoniska, och stora kanoniska
ensemblerna i termer av besattningstal.

Den mikrokanoniska ensemblen Mg v for ett system med N partiklar och med totala energin £
ar mangden av alla mikrotillstand {n,} som uppfyller (6.4) och (6.5), dvs

Mpn={{n} | Y np=N,> nye,=E} (6.6)
p p

dar det vertikala strecket “|” betyder “’sddana att”. (Notera: N = ) n, &r alltid en sann ekvation,
men frégan &r om N &r ett givet konstant tal eller ett medelvarde N. Dar ingen forvirring kan uppsta
skriver man ibland N dven nir man borde skriva N. )

Den kanoniska ensemblen Cy for ett system med NNV partiklar &r méngden av alla mikrotillstdnd
{np} som uppfyller (6.5), dvs

Cn = {{np}| an =N} (6.7)
P
I den stora kanoniska ensemblen K &r alla mikrotillstand tillgdngliga, dvs

K= {{np}} (6.8)

Vi undvek ovan att tala om volymen V. I kvantmekanik dyker volymen oftast upp nér vi for en
enskild partikel bestimmer dess mdjliga tillstdnd, och energierna i dessa tillstand (jfr t.ex. energin for
en partikel i en tredimensionell kubisk ldda). Om vi antar att vi vet ¢, for alla p har vi dirmed redan
implicit tagit hansyn till volymen hos systemet, och i de tillimpningar vi tar upp har volymen ingen
annan effekt.

Exempel 6.2 Betrakta ett system av N = 2 oskiljbara partiklar som var och en kan befinna sig i tillstdnden 1,
2, och 3. Bestiim den kanoniska ensemblen for systemet.

Vi har tre tillstdnd, och didrmed ocksd tre besiittningstal ny, no, och ng, och eftersom ny + ng + ng = 2 blir
den kanoniska ensemblen

C={(m =2n3=0n3=0), (ng =1,n5=1,n3 =0), (1,0,1), (0,2,0), (0,1,1), (0,0,2)}
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Exempel 6.3 Antag for samma system som ovan att enpartikel-energierna i de olika tillstinden ir e; = —A,
€2 = 0, e3 = A. Bestiim den mikrokanoniska ensemblen svarande mot E = 0.

Forutom tvinget ny +no+ns = 2 mdste vi nu ocksd kriiva e;nqy +eang+e3ng = —Any;+0-ny+Ans = 0.
Detta ger den mikrokanoniska ensemblen:

M ={(0,2,0), (1,0,1)}

Bosoner och fermioner

Det dr ett empiriskt faktum att alla partiklar vi observerar antingen &r bosoner eller fermioner.
Identiska bosoner uppvisar Bose-Einstein-statistik

np € {0,1,2,...} (6.9)

dvs hur manga bosoner som helst kan befinna sig i samma tillstand.
Identiska fermioner uppvisar Fermi-Dirac-statistik

ny, € {0,1} (6.10)

dvs maximalt tva fermioner kan befinna sig i ett och samma tillstdnd, vilket ar ett sitt att uttrycka
Paulis uteslutningsprincip. Ett ndgot mer sofistikerat sitt att karakterisera bosoner och fermioner pa
ar att sdga att bosoner ar partiklar vars flerpartikel-vagfunktioner 4r symmetriska, medan fermioners
flerpartikel-vagfunktioner dr antisymmetriska.

Huruvida frihetsgraderna i ett system dr bosoner eller fermioner spelar stor roll for systemets
termodynamik.

Exempel 6.4 Bestim den kanoniska ensemblen samt tillstindssumman for ett system av 3 st fria identiska
fermioner, som var och en kan befinna sig i tillstinden 1, 2, 3, 4, med energierna €, €2, €3, €4.

Ensemblen ir
{(n17n27n3an4)} == {(171717())7 (171707 1)7 (1707171)7 (0717171)}
och tillstandssumman blir alltsd

7 — Z e P 2pmwer _ o—Blerteates) 4 e Blatetea) | —Blateste) | o—Bleatestes)
{np}

Det &r av intresse att veta medelvérdet av besittningstalet, dvs 7, for ett givet tillstand p. For
att bestimma detta véljer vi vart system att ha alla partiklar i tillstdnd p. Eftersom n,, tar olika vér-
den i olika mikrotillstdnd sa ar detta antal inte bevarat, och vi méste anvianda den stora kanoniska
ensemblen for att berdkna 72,,. Den stora kanoniska tillstdindssumman skriver vi som

Zp = Z e_ﬁ(npep_unp)
n

P
= Y e bmlen) (6.11)
np
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eftersom n,, dr precis antalet partiklar i vart system, och energin fér var och en av partiklarna &r
energin ¢, i tillstdindet p. Elementen i den stora kanoniska ensemblen &r givna av antalet partiklar i
tillstand p, och vi summerar 6ver allan, =0,1,2,....

Om vdra partiklar dr fermioner sa kan n, endast ta virdena 0 och 1, dvs

Zp = 1 + 6_5(619_#),
Landaupotentialen ges av
Ey=—kTInZ,=—kTIn <1 n e—ﬁ(ep—u)>

och vi berdknar 7, som

9. BeBlep—n)
T T T T T e Blen)
dvs
o 1

vilket kallas Fermi-Dirac-fordelningen. Om energinivéerna ligger tatt, sa vi kan anta att energin € dr en
kontinuerlig variabel, skriver vi

—_ 1
Figuren nedan visar Fermi-Dirac-fordelningen for tre olika temperaturer. D4 ' — 0, dvs 8 — oo, blir
n(e)
! \T ~ 0

0.8r
0.6-

0.4r

021
I . €

FIGUR 10: Fermi-Dirac férdelningen for tre olika temperaturer. Den flackaste kurvan motsvarar hogst tempe-
ratur, medan den brantaste kurvan motsvarar en mycket 1ag temperatur.

Fermi-Dirac fordelningen en stegfunktion

— 1 e<p
nle) = 0 e>p

Energin déar fordelningen dndras diskontinuerligt, dvs € = p, kallas Fermienergin, och brukar beteck-
nas e eller Er. Fermienergin dr den energi sadan att vid temperaturen 7" = 0 sa &r alla tillstand med
energi ldgre dn Fermienergin tillsatta, medan alla tillstdnd med hogre energi dr tomma.

Om véra partiklar istdllet 4r bosoner kan besdttningstalet ta alla mojliga varden. Vi antar har
att NV ar valdigt stort, och viljer vart system att vara enpartikel-tillstandet p. Den stora kanoniska
tillstandssumman blir

N 0o
Z,= Y el & 3 <6—6(eru>>””_
np=0 np=0
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Med N stort dr approximationen ovan god, alternativt kan vi sdga att vi studerar vart system i den
termodynamiska gransen. Serien &r geometrisk, och konvergerar endast om |e= (%=1 < 1, s& vi
kraver att ¢, > p for alla p. For manga system sa dr den lagsta energinivdn (dvs energin for grund-
tillstdndet) 0 , och vi kraver darfor att 1 < 0. Om vi summerar ihop den geometriska serien far vi

resultatet .

20 =1 Bem

(6.14)

och vi berdknar pd samma sédtt som i Fermi-Dirac-fallet medelvardet av besattningstalet. Resultatet
blir har

_ 1
T = B 1 (6.15)
vilket kallas Bose-Einstein-fordelningen. Om vi antar att € dr en kontinuerlig variabel skriver vi
= ! 6.16

Formellt liknar denna férdelning (6.12), men deras egenskaper skiljer sig drastiskt. Skillnaden i tec-
ken i ndimnaren ger att Bose-Einstein-fordelningen aldrig blir diskontinuerlig, for 1dga temperaturer
blir férdelningen smalare och smalare, och centreras kring ldgre energier. Fysikaliskt dr skillnaden
att varje energiniva kan ockuperas av ett godtyckligt antal bosoner, och den ldgsta energinivan mot-
svarar helt enkelt fallet da alla partiklar i systemet har ligsta energin.

n(e)

T3>T2>T1

I3
I

€

FIGUR 11: Bose-Einstein férdelningen for tre olika temperaturer

Vanligtvis kallas gransen dd temperaturen blir hog, eller alternativt, da n, < 1 for alla p, for den
klassiska gransen'’. Om 77, < 1 s4 gller ¢’(*~#) > 1, och vi kan approximera bade Fermi-Dirac-
fordelningen och Bose-Einstein-fordelningen med

iy ~ e Plerh) 6.17)

vilket kallas Maxwell-(Boltzmann-)férdelningen (inte att forviaxla med hastighetsférdelningen for
fria klassiska partiklar). Denna fordelning motsvarar atskiljbara partiklar, sd vi kallar detta fall for
Maxwell-(Boltzmann-)statistik.

Sammanfattningsvis kan vi skriva fordelningsfunktionerna som

— 1

n(e) = A

B = (6.18)

Kvanteffekter framstar tydligast d& ménga tillstind har 1ag energi, dvs vid laga temperaturer. Vid tillrackligt hoga
temperaturer, dd en stor andel partiklar har hog energi, blir kvanteffekterna i det har sammanhanget osynliga. Detta kan
man forstd fran korrespondensprincipen som sager att i gransen da kvanttalen blir stora s aterfar vi klassisk mekanik.

30



dar
1 Fermi-Dirac
v= ¢ —1 Bose-Einstein
0 Maxwell-Boltzmann

Vi kan anvédnda fordelningarna ovan for att berdkna diverse storheter. T.ex. kan vi for ett oppet
system berdkna
N=D>m
P

eller for ett ej isolerat system

E= ZTTPEP.
P

Det ar ofta svart att berdkna serier likt dessa, och det dr betydligt enklare om vi antar att € dr en kon-
tinuerlig variabel. Men, kom ihdg att uttrycken (6.13) och (6.16) ger medelvardet av besattningstalet
i ett tillstdnd med energin e. Det kan finnas flera tillstind med samma energi, dvs energin kan vara
degenererad (se t.ex. partikel i tredimensionell 1ada). For att kunna anvéanda fordelningarna n(e) be-
hover vi dédrfor ocksa veta tillstindstitheten g(e), dvs funktionen sadan att g(e)de dr antalet tillstand
(for en enskild partikel) i intervallet [e, € + de]. Vi har stott pd denna funktion tidigare i avsnittet om

mikrokanonisk ensemble. For att berdkna t.ex. medelvardet pa energin anvander vi darfor istéllet

B [ @@t

déar integralen loper 6ver alla tillatna energier for en enskild partikel.

6.2 Ideala kvantgaser

Den mest uppenbara tillimpningen av det vi just lart oss dr pd system av fria partiklar. Vi gjorde
detta i grundkompendiet, forst rent klassiskt, sedan utgdende fran kvantmekanik och i den mikroka-
noniska ensemblen. I det senare fallet tog vi hdnsyn till att partiklarna dr oskiljpara endast genom att
dela slutresultatet med N!, dvs antalet permutationer av de N partiklarna. Det kommer snart att bli
uppenbart att detta inte ger exakt ratt svar, utan bara en (mer eller mindre bra, beroende pa tempera-
turen) approximation. Har behandlar vi ideala gaser mer noggrannt, dir vi skiljer pa om partiklarna
ar fermioner eller bosoner.

Ideal Fermigas

Lat oss borja med en ideal gas av fermioner, dvs vad som brukar kallas ideal fermigas eller fri fer-
migas. Detta ger med stor noggrannhet egenskaperna hos ledningselektronerna i en metall, vilket
kan vara nagot 6verraskande eftersom elektroner dr elektriskt laddade och péverkar varandra med
elektromagnetiska krafter. Vi studerar igen IV kvantmekaniska partiklar i en kubisk ldda med sidan
L, dvs volymen &r V = L3. Diskussionen om enpartikel-tillstind och motsvarande energier i avsnit-
tet om mikrokanonisk ensemble giller fortfarande, men vi tar nu dessutom hansyn till att partiklarna
ar fermioner. Spinn-statistik-teoremet for partiklar som kan rora sig i tre (eller fler) dimensioner (se
godtycklig bok i avancerad kvantmekanik) sdger att fermioner har halvtaligt spinn medan bosoner
har heltaligt spinn. Med andra ord, fermioner kan ha spinn 1/2, 3/2, osv. och bosoner kan ha spinn 0,
1, osv. Speciellt har elektronen spinn 1/2.!! En partikel med spinn j har 25 + 1 frihetsgrader (vdgfunk-
tionen ar en vektor med 25+ 1 komponenter), dvs en elektrons vagfunktion har tvd komponenter och
antalet tillstdind med given energi dr darfor dubbla antalet som rdknades i grundkompendiet. Enkelt
uttryckt, for varje trippel (ns,ny, n.) har en elektron tva tillstand, ett med spinn upp och det andra
med spinn ner. Vi antar i fortsdttningen att vi studerar en gas av elektroner.

"Man stoter pa partiklar sammansatta av mer fundamentala partiklar med ménga olika varden pa spinnet, men de enda
fermioniska elementarpartiklarna som har observerats har spinn 1/2.

31



Antag forst att 7' = 0, dvs vi betraktar grundtillstandet hos en fri fermigas ddar Fermi-Dirac for-
delningen ges av
— {1 €< p
n(e) =

0 e>p

Vi kan bestimma p vid T' = 0 (vilket dr lika med Fermi-energin e) genom att anvanda

N:/O n(e)g(e)de:/o g(€)de. (6.19)

Vi har redan bestamt g(€) i grundkompendiet, men eftersom elektronen kan ha spinn upp eller ner
maste vi multiplicera resultatet med 2, vilket ger

Vv 2m)3/2
g(e) = 47Tﬁ(2m)3/261/2 = V(27r2)h3 /2, (6.20)
Insatt i (6.19) ger integralen
oV (2mer)*?
32 h? ’
Uttryckt i partikeltdtheten p = N/V har vi visat
h? 2/3
er = 53— (37%) /3 (6.21)

Definiera Fermirirelsemiingden pp via e = p%/2m. Vid T = 0 &r alla tillstdnd med rorelsemangd
mindre dn pp tillsatta, och alla andra tillstdnd &r tomma. Ytan i rorelsemédngdsrummet som separerar
tillsatta och tomma tillstand vid 7" = 0 kallas Fermiytan. Vi har just visat att Fermiytan for en ideal
gas dr en sfir med radien pr. Medelenergin for en partikel vid 7' = 0 ges av

JoFe-gle)de 3

=T 5"

Eftersom energin inte fluktuerar vid 7" = 0 &r den totala energin for systemet en vildefinierad storhet,
med vardet

B = 3 Nep = SN s 622)
5 5 2m" '
Eftersom F' = U — T'S sa ser vi att vid 7' = 0 har vi ' = U(= E), och vi kan anvdnda P = 72—5
och (6.22) for att bestimma trycket:
0 2 2
P=—_[. V23 =C2[.]v % =_"_F. 2

LAV = Vs = 623)

Om vi kombinerar (6.22) och (6.23) far vi
2
P= ZPer (6.24)

Det faktum att trycket i en ideal fermigas &r skilt frdn noll 4ven vid temperaturen 7" = 0 dr en direkt
konsekvens av Pauliprincipen, som hindrar fler &n tva (en for varje riktning pé spinnet) elektroner
att ha den lagsta energin. Trycket hos en fermigas vid noll temperatur kallas d&ven degenerationstryck.

Med lite moda kan man nu berdkna ovriga termodynamiska storheter f6r en ideal fermigas, och
for hoga temperaturer finner man allména gaslagen och andra kidnda uttryck. For 0 < T' < TF,
dér Fermitemperaturen Ty &r definierad av e = kT, finner man dock avvikelser frdn de klassiska
resultaten. Varmekapaciteten ges t.ex. av

Cy = — Nk— (6.25)



(se Gould & Tobochnik) vilket forklarar varmekapaciteten vid laga temperaturer for metaller, som ar
linjari 7.

Ett flertal fysikaliska fenomen &r relaterade till degenerationstryck. Ett par av de mest spektaku-
lara &r trycket i elektrongasen hos vita dvirgar (en klass av vildigt kompakta stjarnor), och trycket
i “neutrongasen” i neutronstjarnor. I bada fallen ar det just ett degenerationstryck som hindrar stjar-
nan fran att kollapsa under sin egen gravitation. (I mindre kompakta stjarnor som t.ex. solen ar det
ddremot som du sdkert vet trycket fran forbranningen av brénslet tillrackligt for att hindra stjarnan
frén att kollapsa.)

Ideal Bosegas och Bose-Einstein-kondensation

Antag nu att vi studerar en gas av NV fria bosoner, sig med spinn 0. Bara en elementarpartikel har
hittats med spinn noll 12 men det finns gott om sammansatta partiklar som har spinn 0. Ett exempel
pé en spinn O-partikel dr en “He-atom, och dessa spelar en roll i det som féljer. Om vi betraktar ett
slutet system sa dr IV bevarat, och vi kan uttrycka detta i termer av Bose-Einstein-fordelningen:

1

Med samma motivation som i mikrokanoniska ensemblen ersétter vi de diskreta energinivderna med

en kontinuerlig variabel ¢, och tar hjdlp av tillstandstatheten fran mikrokanoniska ensemblen. Den
lagsta energin for en partikel i kubisk lada ar %, och for enkelhets skull normerar vi om energin sa
att den ldgsta energin blir 0 (detta kan aldrig paverka fysiken, alla observerbara storheter dr endast

relaterade till skillnader mellan olika energier), € tar da alla reella varden mellan 0 och oo. Uttrycket

ovan for N tar formen 3/2 1/2
i) — (6.27)
0 eﬂ(ﬁ_ﬂ) -1

Kom ihag fran hérledningen av Bose-Einstein-fordelningen att 11 < 0 med nddviandighet. Eftersom
integralen i (6.27) maste ha samma vérde oberoende av temperaturen, eftersom N dr givet, sa drar vi
slutsatsen att |x| minskar, dvs p 6kar, dd 7" minskar. Eftersom p < 0 sa dr det mojligt att o — 0 for
nagon kritisk temperatur T.. Denna temperatur bestims av

B (Qm)S/Q oo el/2
N=V 1278 / SIRTe 1de (6.28)
Integralen kan l9sas (se Gould & Tobochnik) med resultatet
h2
kT, = 3.31— p?/3 (6.29)
m

dérp=N/V.

Det ar dock ldtt att inse att ndgot inte d&r som det ska med (6.27). Faktorn €!/2 kommer fran till-
standstatheten g(e) vilket innebér att g(0) = 0, men vi vet att det finns ett tillstdnd med e = 0. Nar vi
raknar N med uttrycket (6.27) sa rdknar vi alltsa alla partiklar utom de som befinner sig i tillstandet
med lagst energi. Detta dr en direkt konsekvens av att vi approximerat de diskreta energinivderna
med ett kontinuum, vilket uppenbarligen inte dr en bra approximation for vildigt ldga energier. Om
temperaturen dr tillrackligt hog befinner sig véldigt fa partiklar i grundtillstdndet, och integralen ger
ndstan korrekt varde, men for mycket ldga temperaturer kan det hdnda att vi far en vasentlig avvi-
kelse fran det korrekta svaret. Vi kan kompensera detta genom att, for hand, addera antalet partiklar
i grundtillstandet, vilket ger

1 2m)3/2 [ 1/2
N = Ly / € de (6.30)
oA

e Br —1 472h2 e—n) — 1

2Higgspartikeln som upptacktes 2012-07-04 antas tills vidare vara elementir, fast det ar inte klart &n!
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Da T < T, ar den kemiska potentialen 0, och integralen i (6.27) ger alltsa antalet partiklar Ne~ i
tillstdnd andra &n grundtillstdndet. Resultatet blir

N (n)

vilket implicerar att antalet partiklar i grundtillstindet, Vo, ges av

som vi visar i fig. 12. Det spektakuldra med (6.31) &r att &ven om 0 < T < T¢, sa befinner sig ett mak-

(6.31)

Ny
N
T
T.
0
10 [),’(\ [)T.\ i
107! 4
1072

FIGUR 12: Approximativa ekvationen (6.31). Jfr. Wikipedia “Bose gas” med exakta l6sningar.

roskopiskt antal partiklar i grundtillstindet, tillstdindet med ldgst energi. Effekten kallas Bose-Einstein-
kondensation, dvs vad som hander &r att for laga temperaturer (I" < 7;) sd kondenserar en makrosko-
pisk méngd av gasen ner till tillstindet med ldgst energi. Bose-Einstein-kondensatet dr en helt unik
typ av aggregationsfas, t.ex. kan man kvantmekaniskt inte langre urskilja de individuella frihetsgra-
derna som kondenserade, utan hela dmnet ar ett enda rent kvanttillstaind. Vad som brukar ndmnas
som forsta exemplet pa Bose-Einstein-kondensation ar fasovergangen fran vétska till supraflytande
fas i He vid T, = 2.17K. Med tanke p& att Bose-Einstein-kondensation dr ndgot som foérekommer
i system av fria bosoner och vatskor dr system av relativt starkt viaxelverkande partiklar, sd kan
det verka markligt att just fasovergdngen fran vitska till supraflytande fas ar ett exempel pa Bose-
Einstein-kondensation. Faktum &r att det dr ett exempel pa Bose-Einstein-kondensation, men det ar
inte “He atomerna som kondenserar utan kollektiva excitationer hos vitskan, en typ av s.k. kvasipar-
tiklar. Det forsta exemplet pa ett direkt BE-kondensat observerades 1995 (se Nobelpris i fysik 2001).
Systemet som anvindes var en gas av 8"Ru-atomer, som kondenserar vid 7' < T, = 170nK. Senare
har dven BE-kondensation observerats isystem av **Na-atomer, och dven andra typer av system av
kvasipartiklar.

Man kan naturligtvis berdkna termodynamiska egenskaper for den ideala Bosegasen, se Gould &
Tobochnik.

Fotongas och svartkropssstralning

En foton dr en masslos boson. Den konventionella beskrivningen sidger att fotoner dr “kvanta” av det
elektromagnetiska féltet, dvs kvantiserade elektromagnetiska vagor. Det foljer att fotoner (i vaku-
um) inte vaxelverkar med varandra, och en gas av fotoner ar déarfor en ideal Bosegas. Med en “svart
kropp” menas ett system som absorberar alla fotoner som traffar systemet, for att sedan emittera all
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absorberad energi via fotoner. Det emitterade fotonspektrat fran en perfekt svart kropp dr univer-
sellt, dvs beror inte pa andra detaljer hos den svarta kroppen. Plancks stralningslag, som spelade en
avgorande roll for utvecklingen av kvantmekanik, ger den utstralade energin per volymsenhet v fran
en svart kropp som funktion av fotonfrekvensen v:

8th V3
u(v) = 3 B _1 (6.32)
dér c ar ljushastigheten i vakuum. Den utstralade energin per volymsenhet i intervallet [v, v+ dv] ges
av u(v)dv.

Klassisk statistisk fysik forutsdger att u(v) divergerar da v — oo, vilket uppenbarligen inte kan
vara sant, och Plancks hérledning av stralningslagen (6.32) postulerade att den elektromagnetiska
stralningen emitterades i kvanta'®, vilket gav ett korrekt uttryck for svartkroppsspektrat. Vi forso-
ker hérleda Plancks stralningslag (6.32) fran statistisk fysik. Vi betraktar darfor ett system bestdende
av en gas av fotoner vid temperaturen 7" i volymen V. Antag for ett 6gonblick att fotonerna i sy-
stemet kan ha frekvenserna v, v, ..., dvs de kan befinna sig i tillstdnd ¢ med energierna ¢; = hv;,
i = 1,2,.... Antalet fotoner i systemet dr inte bevarat, s systemet dr 6ppet och det ar lampligt att
anvidnda den stora kanoniska ensemblen. Eftersom fotonerna &r bosoner finns inga begransningar pa
besattningstalen, och eftersom antalet fotoner dr obegransat sa dr dessutom besattningstalen obero-
ende av varandra. Den stora tillstindssumman ar

0o
BTV =3 Y et
n1=0mn2=0

Vad ar den kemiska potentialen for en gas av fotoner? Antalet fotoner dr som sagt inte bevarat, och
styrs inte heller av gasen sjdlv utan snarare av omgivningen i form av volymen V' och temperaturen
T'. Med andra ord kan vi sdtta ¢ = 0. Vi kan saledes skriva tillstindssumman som

Z(T, V) = i i 6_6(n1€1+n262+...)

n1=0mn2=0
() 00
_ [Z e—ﬁmq] [Z e—/@nz@]
n1=0 no=0
0o 00
DI
p=1np=0
s 1
R — (6.33)
p=1

Vi vill veta medelantalet fotoner i tillstdind p, men nu kan vi inte derivera med avseende pd . nér vi
redan satt 4 = 0. Man kan antingen istéllet rdkna ut medelenergin och anvidnda att antalet fotoner
i ett visst tillstdnd har kédnd energi (se nedan) och dédrigenom rdkna ut medelantalet fotoner, men vi
kan ocksa direkt plocka fran tidigare utrdkning att fotoner uppfyller Bose-Einstein-statistik, och en
fotongas har kemisk potential 1« = 0, sd medelvardet pa besattningstalet n,, ges av

1

Wp:eﬁgp—l

vilket hédr, dvs applicerat péd fotoner, kallas Planckfordelningen. Antag att energinivderna ligger tatt,
och approximera {¢,}, med en kontinuerlig variabel €. Vi behover nu tillstandstatheten g(¢) for foto-

¥Plancks antagnaden var egentligen inte dessa, men &r ekvivalenta med uttalandet har.
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ner, vilken ges av'4

62

9(€) =V 533 (6.34)

Sammantaget har vi foljande uttryck for (medelvérdet av) antalet fotoner med energi i intervallet
€, € + de]:
— V e2de

N(e)de = g(e)n(e)de = e D (6.35)

Med substitutionen € = hv far vi

87V v2dv
Nv)dv = 3 oA

Om vi multiplicerar N (v)dv med hv = ¢, far vi den utstrilade energin fran alla fotoner i intervallet
[v,v + dv], och delar vi med V far vi energitdtheten u(v)dv:

8rhv®  dv
u(v)dv = 3w 1

dvs precis Plancks stralningslag (6.32). Sl upp “Rayleigh-Jeans law” for en jamforelse med det klas-
siska resultatet (den “ultravioletta katastrofen”).

Man anvinder de vanliga termodynamiska relationerna for att berdkna inre energin, fria energin,
entropin och trycket for en fotongas (se 6vningsuppgifterna). Exempelvis ger detta energin:

4
U==2vr",
C

dér o ar Stefan-Boltzmanns konstant. (Notera att detta inte riktigt dr Stefan-Boltzmanns lag, daremot,
den skiljer sig frdn denna med en faktor ¢/4 som kommer fran att “vanda fotongasen ut och in”, dvs.
ga fran fotongas i behallare till strdlning frdn yta.) Las gdrna mer om varmestralning i Cengel & Boles
kap. 2 (Topic of Special Interest).

En uppgift nedan handlar om Wiens forskjutningslag, som sdger hur maximum av energitdtheten
som funktion av vaglingden flyttar sig med temperaturen, och hur man hérleder Wiens lag fran
Plancks strdlningslag. Det forklarar till exempel varfor kolbitar gloder rott nédr de blir varma och hur
man mater temperaturer i stjarnor.

7 Tillampningar
¢ Laser dr en viktig tillampning.

¢ Solceller. Plancks stralningslag kombinerat med konceptet termisk spanning som jag ndimnde i
del 1 visar att den maximala verkningsgraden hos en solcell dr 34%:
https:/ /en.wikipedia.org/wiki/Shockley-Queisser_limit
Tillstindsdensiteten ¢'/2 i halvledare blir /€ — ¢, dér ¢, ar det s kallade bandgapet.
https:/ /en.wikipedia.org/wiki/Density_of_states#Parabolic_dispersion
Att tillstandsdensiteten 6kar ndr man gar ini “energibandet” ovanfor ¢, betyder att det blir mer
absorption, sd fotoner tar sig inte sa djupt in i solcellen.
En allmén introduktion &r: http://pveducation.org/

!se Gould & Tobochnik for en harledning, men det ar 6verkurs. Vi diskuterade g(E) i grundkompendiet fér en massiv
partikel. Skillnaden mellan massiv och masslos partikel (som vi har hér) kan hirledas till skillnaden i dispersionsrelation,
dvs hur energin e beror pa rorelseméngden p (eller k, vagvektorn). For fotoner galler att e = ck dér c ar ljusets hastighet,
medan for massiva ickerelativistiska partiklar galler att e = (1/2)mwv? = p*/2m.
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8 Resurser

Det finns manga bra resurser som hjalpmedel f6r den hér biten av kursen. Har &r tva:

* Mark Raizen, “Breaking Barriers with Maxwell’s Demon”, Entropi, Bose-Einstein-kondensat
och sdkerhetspolitik, www . youtube . com/watch?v=1XbjiAwb7yM

¢ uppfoljning: Testing the Maxwell-Boltzmann distribution using Brownian particles."Jianyong
Mo, Akarsh Simha, Simon Kheifets and Mark G. Raizen. Optics Express 23,2 (2015). DOI:10.1364/0E.23.

Sédg gdrna till om du hittar ndgot som du tycker &r sérskilt bra.

Uppgifter
("A” for “avancerat”, dvs. jamfort med kompendiet)

A3.1 Behandla luften i atmosfaren som en klassisk ideal gas med fix temperatur 7". Bestim sanno-
likheten p(z)dz att en molekyl i luften befinner sig inom intervallet [z, z + dz|, ddr z betecknar
hojden 6ver havet. Hur beror densiteten och trycket pa 2?

A3.2 Betrakta systemet av tre fria fermioner i exempel 6.4. Berdkna medelvardet pd antalet partiklar
i tillstdnd 1, allts& 7. Skissa en graf av 77 som funktion av temperatur.

A3.3 Ett system bestar av N = 3 identiska fria bosoner. Var och en kan vara i tre mgjliga tillstand,
med respektive energier 0, A, 2A for ndgon konstant A.Om systemet &r i termisk kontakt, och
jamvikt, med en reservoar med temperaturen 7', bestim medelenergin F.

A3.4 Berdkna FE och S for ett system av tva fria harmoniska oscillatorer om dessa &r
a) fermioner
b) bosoner

Skissa dessutom temperaturberoendet hos E och S, och jamfor beteendena d& T — 0 och
T — oo. (Ledning: Zermioner = %(Z D — Zsamma), ddr Zp = Z? ir tillstdindssumman for atskilj-
bara partiklar, som vi betraktat tidigare, och Zsamma dr tillstindssumman om bagge partiklarna
skulle vara i samma tillstand.)

A3.5* Bestim medelenergin E och viarmekapaciteten for ett system av N fria fermioner, dir varje
fermion kan ha energierna ¢,, = nA, n =1,2,3,... for ndgot A.

Ledning: Istdllet for att forsoka 16sa problemet for godtyckligt N direkt, 16s det forst for nagra
laga varden pa N.

A3.6 (Tenta 2012-11-02) Antag att ett spinn i en dimension med magnetiskt moment 4 sitter i ett
endimensionellt gitter och kdnner av dels ett “yttre” magnetfilt B och dels ett “inre” magnetfalt
fran spinnet till hoger och spinnet till vinster genom ett totalt, s.k. “medelfélt”, med energi

uBeg = 2Jm + uB

om spinnet dr utmed féltet, och minus det om det d4r motvéant. Har dr m den dimensionslosa
magnetiseringen per spinn (dvs. m = M /u) och J dr en konstant med enheten energi som talar
om hur starkt spinnen kdnner av varandra.

a) Rdkna ut tillstdndssumman Z;, och darigenom fria energin per spinn f = —k7T'In Z;.

b) Rdkna ut magnetiseringen m per spinn fran m = —0f/0B.

c) Foregaende uppgift producerar en ekvation f6r m som kan ha en nollskild (m # 0) 16sning
dven om B = 0. Over ndgon viss (s.k. kritisk) temperatur finns ingen sddan 16sning. Vad bety-
der det fysikaliskt att det bara finns 16sning for laga temperaturer?
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A3.7 Uppskatta degenerationstrycket i en neutronstjairna dar massdensiteten dr runt 10'8kg/m?.
(Overkurs: argumentera att en neutronstjarna dér gasen ar relativistisk ar instabil. Lis om hypo-
tetiska “kvarkstjarnor”, och “elektrosvaga stjarnor”. Tillstdndsekvationen for neutronstjarnor
borde egentligen ta med allmén relativitetsteori-effekter, men det dr inte kdnt hur man gor det.
Kan du?)

A3.8 Tentauppgift 2014-10 om Wiens forskjutningslag. Siffror fran exempel i Cengel &Boles.

A3.9 Visa att for en svart kropp géller
4o

U = —VT* (nistan Stefan-Boltzmanns lag, har extra faktor 4/c)
C
P Aoy
3c
5 = D%y
3c
P = 4—UT4 — 1v
3c 3V

dar konstanten o (Stefan-Boltzmanns konstant) skall bestimmas.

A3.10** Extra-overkurs. I den hypotetiska bosoniska stringteorin forsoker man kvantisera ett relativis-
tiskt utstrackt objekt (en strang) av langd 4. Ett tillstdnd (4, m) beskrivs av strangens “6verton”
m och dimension = 1,...d, dar d ar antalet rumtidsdimensioner. Tillstindssumman ar:

d oo 00
z0=c-I[[I] > a"m™ (8.1)

p=1m=1 nym=0

dar ¢ dr normeringen, n,,, ar besdttningstalet for tillstand (i, m), och ¢ = e~27l  a) Utifran
antalet polarisationstillstaind np, hos en foton i d = 3 + 1, gissa antalet tillstand n, for god-
tyckligt d. b) Utfor summorna och produkterna i Z(¢) och uttryck den i Dedekinds n-funktion
(sla upp den!). ¢) Om (Z(£))"re! utttryckt i n maste ha en potens av ¢ som &r heltalig, vad maste
rumtidsdimensionen d vara?

A Matematiskt bihang

A.1 Mer om binomialfordelningen

Vi kontrollerar snabbt att fordelningen Py (n) uppfyller villkoren for en sannolikhetsférdelning. Ef-
tersom p, ¢ > 0 och (]X ) > 0dén < N, sé foljer att Py(n) > 0 for allan < N. For att kontrollera att

ZLVZO Py (n) = 1 &r det lampligt att studera binomialutvecklingen av (p + ¢)*:

N N
p+oN=> (Z)p"q]v_” = Py(n),
n=0 n=0

men i en Bernoulliprocess maste p + ¢ = 1, 88 (p + ¢)"V = 1 och ddrmed har vi visat att alla sannolik-
heter adderar till 1.
Vi noterar foljande “derivata-trick” (lite som i appendix A.2 i kompendiet for integraler):

N N
4 N n N-n _ N n—1 N—n
55 ()= ()
Med andra ord géller
N N
— N' N— 8 N N— 8 N N1
n %nn!(N—n)!p q paprg)(n)? q p@p(p+q) pN(p+q) P



déar vi i sista steget har anvant p + ¢ = 1. Som forvantat fdar vin = Oomp = q = %, ochm = N om
p=1.

Derivatatricket dr en anvandbar metod. Det dr intressant att bestimma variansen o2 och standar-
davvikelsen o,,. Vi vet att variansen ges av (An)? = n2 — n?, s& vi behdver berdkna n2.

N N
— N .0 N\ p Now O D
”222”2<n>p”q]v =pzn< >p "t =popa-(p+ @) ,

n=0 Op n=0 n Op” Op p+q=1
dvs o
n2=Np+ N(N —1)p? = (Np)? + Np(1 — p) = % + Npq. (A1)
Vi har alltsd o
02 =n2 —7% = Npgq, on = v/ Npq. (A.2)

Den relativa bredden pa fordelningen av n blir

%_<Q>”21
n p VN’

vilken minskar med antalet spinn V.

Normalfordelningen som grians av binomialférdelningen

Vi visar hdr att om vi tar gransen N — oo av binomialfordelningen Py (n), sd far vi en normalfor-
delning. Fakultetsfunktionen n! kan utvidgas till att vara definierad for alla positiva reella tal (m h
a gammafunktionen som uppfyller I'(n + 1) = n! nédr n dr ett positivt heltal), och det foljer att dven
Py (n) dr en véldefinierad funktion for alla positiva reella tal. Vi har sett att den relativa bredden pa
binomialférdelningen minskar med N, och for stora virden pa N kommer darfor fordelningen att ha
ett tydligt maximum i det mest sannolika vérdet n*, vilket sammanfaller med medelvédrdet n = Np.
Lat oss dérfor finna ett approximativt uttryck for Py (n) ndra n*.

Vi skulle kunna forsoka att Taylorutveckla fordelningsfunktionen kring n*, men om vi underso-
ker Py(n) sa ser vi att den varierar starkt kring n* for stora N, sd det dr battre att Taylorutveckla
In (Py(n)). Till andra ordningen har vi

In(Py(n)) ~ ln(PN(n*))+(n_n*)Clhl(ilt)T]:7(7m B
=0
L dln(Py()
+ 5(" —n*)? dn___ o (A.3)
=—B<0

dédr den linjdra termen forsvinner eftersom vi utvecklar kring ett extremvirde, och konstanten 3 ar
positiv eftersom extremvardet dr ett maximum. Vi behover koefficienten 3, och skriver darfor ut
uttrycket vi skall derivera.

_ Nt n N-—n
In(Py(n)) = In (n'(N—n)'p q
= In(N!)—In(n!) —In(N —n)! 4+ Inp" + Ing" ™
—— N——
=nlnp =(N-n)lng
For att kunna arbeta med detta uttryck anvéander vi Stirlings approximation som vi skrev upp i kom-
pendiet. En enkel berdkning visar att - (nlnn — n) = Inn, och inséttning ovan ger

diln(PN(n))z—lnn—i—ln(]\f—n)—f—lnp—lnq (A.4)
n
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Vi deriverar en géng till och evaluerar uttrycketin = n* = Np:

2
d?In (Py(n)) _ v _ 1 (A5)
dn n=Np Np N(l _p) Npq
dvs g = Nqu = é Konstanten In (Py(Np)) berdknas pa liknande vis, men dar maste vi anvanda

den noggrannare versionen av Stirlings approximation (se appendix i kompendiet). Resultatet &r
In (Py(Np))) =~ \/%, och om vi exponentierar (A.3) far vi slutligen
Oy,

Poim) ~ L
N(n) ~ e no (A.6)

\/2mo?2

Detta resultat dr en konsekvens av ett mer allmént resultat, centrala grinsviirdessatsen:

Sannolikhetsfordelningen for summan av N stokastiska variabler dr i gransen N — oo en
normalfordelning, oberoende av de N enskilda variablernas fordelningar.

I fallet med binomialférdelningen sa motsvarar Py (n) sannolikhetsférdelningen for summan av N
stokastiska variabler, t.ex. fria spinnvariabler. Centrala gransvardessatsen brukar bevisas i en grund-
kurs i matematisk statistik, men se dven Gould & Tobochnik.

A.2 Derivera parameter i integral

Vi vill berdkna integralen i (1.11) med ett trick. Vi tanker oss integralen

/ e—a—a0? gy = VT (A7)

o «

som en funktion av parametern a. D4 kan vi derivera vansterledet i (A.7) med avseende pa o, med
resultatet

d o) 00
efaz(:rfxo)de _ _2a/ (LU o x0)267a2(zfx0)2dx’

do —00 —00

dvs vi har visat att man kan fa vardet pd integralen genom att derivera en kiand integral med avse-
ende pa parametern:

/OO (x — xo)Qefo‘Q(‘r*xopdm = —i% h e (@=0)* o

Om vi da stoppar in vdrdet pa den kidnda integralen fran (A.7) och multiplicerar med —1/(2a) borde
vi alltsa fa svaret pa integralen vi ar ute efter:

1dJE_ VR

" 2ada a 203’

vilket ar ratt svar pa (1.11). (Man ocksd kan visa det med t.ex. partiell integrering.)

A3 Bevisav Zy = ZV

Numrera de enskilda frihetsgraderna i systemet fran 1 till IV (vilket &r majligt dd partiklarna ar at-
skiljpara). Da skriver vi den totala energin i mikrotillstind n som
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dar egn) ar partikel i:s energi i mikrotillstdndet n. Vi kan d& skriva tillstindssumman som

Z(ﬁ,v,mzzfﬂzui”)—z e B | e ZH e

n n =1

Det ar latt att se att vi kan byta ordning pa summan och produkten om vi med summan till hoger
menar summan av alla enskilda tillstdind som en partikel kan vara i, dvs

Z(B,V,N) = Hze*&

=1 p

dér nu 5,(? star for partikel i:s energi i tillstdndet p, och p &r en parameter som beskriver de olika
mojliga en-partikel tillstdnden. Om alla partiklarna &r identiska sa ar varje enskild faktor i produkten

identisk, och lika med Z:(8,V) = 3_, 6_681@, och vi har darmed visat Zy = Z%.

A4 Virmekapacitet som bredd

Kedjeregeln
0 050 10
aT — AT dB kT? 0p
ger foljande:
1 0E 1 0? 1 [10°2 [(102)°
Cy = InZ = %5 | =55
kT2 0B kT? 02 kT2 | Z 9p2 Z0p

Vi identifierar de tva termerna i parentesen med E2 respektive B sa enligt ekvation (1.2) har vi alltsd
visat ekvationen for varmekapaciteten i huvudtexten.

Svar till Problem

AL1 Py(2) = °

A1.2 Om avstandet dr a =0,5 m sd blir T = Na(q — p) for man gar Nap steg till vanster och Nag steg
till hoger. Variansen blir o2 = 4Na?pq.

Al13 a) p = V1/V = 1/3.b) b)Binomialférdelning fér Ny = N/3 = N,4/3. Medelvirdena dr N; =
Vi/V)N = N/3 och Ny = ¢N = (V5/V)N = 2N/3. d) Relativa bredderna dr mycket

()" %

Al4 P(vy >0,vy > 0,0, >0) = <

= (
sma, Vl =

A1.5 a) 68% (det grona omrddet), b) Om o har gétt ned till 1/5, borde de ha ringt ca 25 ganger fler,
eftersom 1/1/25 = 1/5. (Det har ar en grov uppskattning.) c) Fragan menas ofta som “vad
tycker alla i Sverige”, sd skulle man kunna ringa alla svenskar, skulle man fa en “faktiskt”
distribution. Den behover ju inte se ut precis som normalférdelningen, bland annat for att det
(forhoppningsvis) inte dr slumpmaéssigt som folk satter ett sadant betyg.

A1.6 a) 68% igen. b) 4 - 1072° kg = 244 u = 243 g/mol. c) De har bara oberoende ligen om de inte
vaxelverkar.

A17 a)0. b) /25T ~220m/s. ¢)1,4- 1077 tréffar.
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A21

A2.2

A2.3*

A24

A3.1

A3.2

A33 F

A34

A3.5

a) 22 tillstind. Approximationen 1762 ~ 28 dr vil sdddr, men blir béttre for storre n. b) Det &r
30 innanfor n = 7, alltsa 8 prickar till. (Ar du osiker pa om t.ex. (n, = 5,n, = 5) &r innanfor

cirkeln n = 7, rédkna ut n = ,/n2 + ng = /50 som &r mer &n 7, alltsd utanfor.) Det ger en
andringskvot pd go ~ AI'/An = 8/1 = 8. Da dr g = go/(2ney) = 8/(2-6,5-€) ~ 0,62/¢.
Formeln i texten ger 7/(4¢p) =~ 0,79/¢o, en hyfsad approximation.

15 (&tskiljbara), resp. 4 (ej atskiljbara)

15 (&tskiljbara), resp. 4 (ej atskiljbara)

— 1 1
E =3Njhw | = + —7—=—— ). For hog temperatur blir lutningen pé grafen ungefar 25 J /(K- mol).
o T hw/(kpT) _ |

myg e—mgz/k;T

Antag luftmolekylerna alla har massan m. Da ges sannolikheten av p(z)dz = —
& y & T

6*5(€1+62+63) 4 6*5(61+62+64) 4 6*5(61+63+64)
e—Blatextes) | g—Blerteates) | g—Blertestes)  o—Bleatesztes)

ny =

e=BD 4 4e=2BD | ge—3BA 4 ge—4BA | 5o—58A | Go—68A
1+ e BB ;2628 | 903D | 9c—4BA | ¢—5BA | o—6BA

a) B = huw e2Bhw 1 'S:T e2Bhw _ 1

_ 2) Bhw 2Bhw hw T2 Bhw 28w
b)E = hw +62m +e g +e +e
e2fhw _ 1 T e2Phw _ 1

1 Bhw 4 9280w Ao T1 Bhw 4 928w
+ e 4 2e [ + e’ 4 2e +1] ko <(e,3hW_1)2(eﬁhw+1))

+2]—km(@MW—1f@““+1»

och framat: se 16sningsmanual.
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