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Matematiken bakom Ising-modellen

Se "Kvantfysikens grénser”, i Fysikaktuellt nr 2, 2025.

Det har ar lite utveckling av det jag réknade pa i faktaruten i artikeln.

Den exekverbara versionen av den har filen ligger ocksa pa hemsidan, men du behéver inte kunna
Mathematica-spraket for att folja det hér. Isafall, skippa helt enkelt koden (i det har typsnittet)
och titta bara pa kommentarerna (i det har typsnittet) och ekvationerna.

Den har raden har lite initieringskod som jag inte visar.

Valj L =2, alltsa tva spinn (kvantbitar).

L =23
Hamilton-matrisen, vars egenvérden ger energierna, definieras sa har:
HOperator = -J QuantumOperator ["X", {1, 2}] -

h QuantumOperator["Z", {1}] - hQuantumOperator["Z", {2}];
H= Simplify[%["Matrix"] // Normal]

-2h 0 0 -J
0 0 -J O
0O -J 0 O

-J 0 0 2h

Som exempel, om vi stoppar in vardena J = 1 meV (milli-elektronvolt), h = 1/2 meV som i faktarutan:

vals = {J>1, h->1/2};

H/. vals

-1 0 0 -1
0O 0 -1 0
0O -1 0 O
-1 0 0 1

Tillbaka till allmé@nna J och h.
Diagonalisera matrisen H, ger foljande egenvarder och egenvektorer
(alltsa varden E; och 4-komponents-vektorer v; som uppfyller Hv; =E; v;, fori=1,2, 3, 4):

myValues[expr_] := N[expr /. vals]

{evals, evecs} = Transpose[SortBy[Transpose[Eigensystem[H]], myValues]]

— 4R+ J? -J J NCYEENE

(-T2 0,0,1) 10,1, 1,00 (0, -1,1,0) (-2 g 0 1)

For typiska varden pa J och h dr egenvardena alla olika, som kallas att vi inte har “degenerering”.
For exempelvardena J =1 meV, h=1/2 meV ovan har vi konkret:
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% /.vals

-2 -1 1 \2

{1++/2,0,0,1} {0,1,1,0} {0,-1,1,0} {1-+2,0,0,1)

aterigen i meV (milli-elektronvolt). Som det star i artikeln i Fysikaktuellt, energierna ar
Ey=-+2meV,E,=-1meV, E;=1meV, E, = y2meV.

Alla fyra vardena ar olika, men det &r anda en slags symmetri: det finns minus och plus av varje
siffra. Det visar sig galla dven for fler spinn an tva. Det kallas “partikel-hadl-symmetri” eller “partikel-
hal-tvang”. Att nagra ar minus betyder bara relativt en referensniva, det ar inget konstigt: bara
energi-skillnadet ar matbara har.

Lat oss titta pa Tillstand 1 (egenvektor v;), grundtillstandet, mer explicit:

QuantumState[Normalize[evecs[1] /. vals]] // FullSimplify
% // N

2+ 42 1
00) + i)
2 22+ +2)
0.92388 |00) + 0.382683 [11)

Superposition av |00) (bagge kvantbitarna ar “0”, eller spinn upp) och |11) (bagge kvantbitarna ar
“1”, eller spinn ned), med storre brakdel av |00).
Sannolikheterna for de tva mojliga utfallen:

%["Probabilities"]
(| |00) > 0.853553, 01) - 0., [10) - 0., [11) - 0.146447 |

Alltsa 85% att méata 00, 15% att mata 11.
Hur fick vi det? Det som star framfér ovan (0,924 och 0,383) ar sannolikhets-amplituder. For att fa
sannolikheterna har vi kvadrerat. Testa sjalv:

{060.92388"2, 0.382683"2}

{0.853554, 0.146446}

OK.
Lat oss ta en titt pa Tillstand 2 ocksa.
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In[635]:=

QuantumState[Normalize[evecs[2] /. vals]] // FullSimplify
% //N
%["Probabilities"]

Out[635]=
1 1
— [o1) + —|10)
\2 2
Out[636]=
0.707107 |01) + 0.707107 [10)
Oout[637]=
(| 00) - 0., p1) > 0.5, [10) - 0.5, [11) - 0.]>
Det hér ar ar superposition av 01 och 10 med sannolikhet 50% for bagge.
Bagge ar snarjda (sammanflatade, entangled).
Definiera stegoperatorer for fermion-beskrivningen:
(ér du intresserad har jag andra filer som forklarar hur man kommer fram till det har, men for
tillfallet, ta de har som givna och sa testar vi att de verkar ha ratt egenskaper for att beskriva Ising-
modellen ovan)
In[638]:=
c={,}; cd={(,};
In[639]:=
c[iq = {{o, o, 1, 0}, {0, 0, 0, 1}, {0, 0, O, O}, {0, O, O, O}}
cf2] = {{o, 1, 0, 0}, {0, 0, 0, 0}, {0, 6, 6, -1}, {0, 0, 0, 0}}
cdriy = {{o, o, o, 0}, {0, 0, 0, 0}, {1, 0, 0, 0}, {6, 1, 6, 0}}
cdp2] = {{0, 0, 0, 0}, {1, 0, 0, 0}, {0, 0, O, 0}, {0, 0, -1, 0}}
Out[639]=
0010
0001
0000
0000
Out[640]=
010 0
000 O
000 -1
000 O
out[641]=
00O00O0
0000
1000
0100
Out[642]=
00 0 O
10 0 O
00 0 O
00 -10

OK, inget jatte-mystiskt, fyra stycken 4x4-matriser.
Alla fyra kvadrerar till noll:

In[643]:=
ZeroMatrix = ConstantArray[0, {4, 4}];
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Out[648]=

Out[649]=

{c[1].c[1] == ZeroMatrix, c[2].c[2] == ZeroMatrix,
cd[1].cd[1] == ZeroMatrix, cd[2] .cd[2] == ZeroMatrix}

{True, True, True, True}

Som beskrivs i texten, det ar en definierande egenskap hos fermioner, att de uppfyller Pauli-
principen.

Ta foljande koefficientmatris H som given, och testa nedan att det ger ratt energier enligt ovan (det
har ar ett mellansteg, den K som ar i artikeln kommer nedan, den ar en variant av den har):

Hcoeff =
{{h, -3/2,0,-3/2}, {-3/2, h,3/2,0}, {6,3/2,-h,3/2}, {-3/2,0,3/2, -h}}

n -2 o _Z
2 2

J J
2w Lo
o L _p !
2 2

J J
Lo Lo

Har dr det ocksd en 4x4-matris. Men i allmanhet &r matrisen H ovan 2tx 25, och den har 2L x 2L, och
det senare dr enormt mycket mindre for t.ex. L = 100. Det &r bara fér sma system som L =2 som vi
far22 = 4 och (2 - 2)=4, annars ar 2" mycket stérre 3n 2L.

{evalsF, evecsF} = Transpose[SortBy[Transpose[Eigensystem[Hcoeff]], myValues]]
% /. vals

(- AT ) Ly - B ) (N )
{_2h-qiﬁiﬁ’ 24 TR . 1} {_2h_Vzp:ﬁ’ N 2k | 1} {_ NERTT 420 AR 20 1 1} {_:@
J ? J > J ’ J * 7

J ’ J

1 -1-42) 1(1-42) (N2 -1) $(1+\2)
(N2 -1, A2 -1, -1, 1) {\2-1,1-~2, 1,1} {-1-+2,-1-~2,-1,1}) {-1-~2,1++2,1,1}

Ser inte uppenbart samma ut! Férsta energin ar inte som ovan, till exempel.

Men det &r inte s& man ska tolka fermionerna.

Enligt spinn-representationen ovan ska grundtillstandet ha energi:

spinrepE@ = evals[1]
% /. vals

— N4+
-z

| fermion-representationen maste vi addera forsta och andra energin:
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In[674]:=

fermionrepE® = evalsF[1] + evalsF[2]
% // Simplify
% /. vals

1

(- _J)+%(J_ S )

Ny e
-\2
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OK. Det menar jag med “tillknycklat” i artikeln, att det ar lite mer omstandligt att fa fram energierna
fran matris-utrakningen. Men den &r i sin tur extremt mycket lattare for fermionerna, nar systemet

blir stort.

Andra tillstandet:

spinrepEl = evals[2]
% /. vals

-J

-1

fermionrepEl = fermionrepEO + 2 evalsF[3]
% // Simplify

% /. vals

l(— AR+ I —J)+é(]— NI+ T2 )+ AR TP -

2
-J
-1

OK.

Nu till den egentliga koefficientmatrisen K i artikeln.
Majorana-kombinationerna brukar kallas n, men kalla dem fhar fér “fermion”:

f = Flatten[Table[{cd[j] + c[jl, 4 (cd[jT - c[jl)}, {j, 1, L}], 113

Har ar de:



6 fysikaktuellt.nb

In[681]:=
fI1]
fr21
fI31
fI41

out[681]=

S = O O
- O O O
S O O =
S O = O

out[682]=

O = O O
== O O O

Out[683]=

S O = O
S O O =

out[684]=

O = O O

S O = O
S o O

—i

Skriv om J- och h-bitarna av H uttryckt i f:

In[661]:=
HJ = 41 J f[2].f[3]
out[661]=
0o 0 0 -J
0O 0 -J O
0 -J 0 O
-J 0 0 O

In[662]:=
Hh = i h fL1].f[2] + 1 h f[3].f[4]
out[662]=
0
0
0
2h

S O o O
(=N el ool

In[663]:=

Out[663]=

Out[664]=
True

OK.
Majorana-koefficient-matrisen:
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K= (1/2) {{Oa h, 0, 0}’ {‘h’ 0, Ja Q}’ {0’ ‘J’ 0, h}, {0’ 0’ 'ha 0}]‘

0o " o o
2
L T A
2 2
J h
0 -3 0 2
0o 0o -o

H =1 Sum[K[i, jT « fOil.fOIjl, {i, 1, 4}, {j, 1, 4}]

True

Rékna i Majorana:

{evalsM, evecsM} = Transpose[SortBy[Transpose[Eigensystem[K]], myValues]]
Simplify[%, Assumptions -» {J > 0, h> 0}]

P2 (4 W2+ J7) -2 h*-J* 2 (41

242 2

{ \/\/J @R 2122 ([P @R ) ) _Jz_ Nr) NP @) 212 1} {_ \/\/JZ @R 2= ([P E T+ |
2 2 HJ ’ 2hJ ’ 2 h ’ 2 \Z R ’

- \/%1(«/4h2+12—J)—h2 ! \/%J(«/4h2+J2—J)—h2
{(mu) (N e, A (N0 1} {_(«/Wu) N R R N v _\_f
> 2/’[2

22 ’ 2h ’ h ’ 2h ’

Energinerna kan vi fa via att ga tillbaka till ¢, = 1/2(f, +if,),c; T= 1/2(f, -if,). Har r detingen
direkt fordel att jobba med kombinationen f kontra de ursprungliga fermionerna c.

Men fér presentationen sa férenklar det lite att slippa jobba med ¢; och ¢; T, lattare att prataom f;
och f,, bara man koper begreppet “halv elektron”.

Som man inte ska kopa for lattvindigt! Men se den fina artikeln av Black-Schaffer som jag hanvisar
till i texten:

Annica Black-Schaffer, "Kvantfysik i material”, Kosmos 2017
http://www.fysikersamfundet.se/kosmos-2017

och nér Kosmos anda kom pa tal kan jag ju inte annat an namna min artikel

“Informationen bortom horisonten”, http://www.fysikersamfundet.se/kosmos-2019



